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1 . Projective 8ystems .

Recall that a U -category T ( 724 a universe for which AHomc(X,Y)E 2

for each X,Y € Ob(C)) is called {4 -—small provided both ob(I) and Fr 4(1)
are members of Tl . Any pre-ordered set I € 177 defineg a Zé—small
category, again denoted by I , which has the set I -as its set of objects and

. the grapn,. of the order relation on I as its arrows. i.e.

{for .8 €1, (@,B) :0~B] o [o 58], using the conventional

notations. If, moreover, I is filtered decreasing(e,p €1= 3 vy €I such
that y S o and vy < B) then thne corresponding small U -category is said

to be a ( U ~small f£iltered decreaging) index category .

t.1. Definition .

I£ T 1is an index category, then a functor F ; I~ C 13 called a (flltered
decreasing) projective system in [ indexed by 1, The arrows F(l,J) F(i)~F(3)

are called the morphisms of tramsition for F . If F is a projective system

in C , and F . factors through spme-subcategqryﬂhg' .of C-; the F -may be said

to be of type C' . If F : I -+ C 1is a projective system and i g I'S=-TI _-is

a subindex category then iF is called a'sub(projective) gsystem of F .

Byl

Remark . It 1s clear that the same con51deratlonscan be»obtalnedWIth contrava-

rlant functors on flltered 1ncrea51ng 1ndex categorles°
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1.2, Definition .

If ¢ ¢ I~ J is a functor of index categories (i.e. arises from an in-
cféésihg application of pre-ordered sets) then © is sald to be co-initial
provided the application from which it arises is co-initial (i.e. for all

5 € T, there exists an i € T such that (i) £ j) .

All categories from now oh are assumed to be U -categories for some
convenient universe ¢/, fixed for the discussion. Similarly all index catego-
ries are assumed U -small and non-void.(EIJS) will, as usval , refer to

the category of %, -sets and applications.

A number of trivial observations about index categories are useful in

what Ffollows:

1.3. Proposition .

(i) The composition of co-initial functors is co-initial. Any surjective
increasing application is co-initial. In particular the identity functor is

co~initial.

(ii) If i ¢ J& I is co-initial and I is filtered then J-is also fil-
tered.
(iii) If J and I are filtered, then -J X T -ig filtered 3 If J and I

are non-void, the projection functors are co-~initial. v

. Pro-Representable Functors (cf. Grothendieck (1)) .

If F = (Xi’xij)iél is a projective system in C , F 'equally well defines

for.each T € Ob(C) an inductive system of sets and applications (filtered

. increasing)

(HomC(Xi,T)v,-HGmc(xij,T) : HomC(Xj,T) - HomC(Xi,T))ieI ,

which admits an idductive limit (i.e. a particular set of equivalence classes

of arrows of the form X, - T)
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nr(T) = Er; (Homg(xi,’r))

Remark . The equlvalence relation is worth looking at in detail. In effect a

couple of arrows (f : Xi -+ T, g = Xi' ~ T) are equivalent provided there

exists an i€ I with i" €1 and i" £ 1' such that the resulting square

i Xy
Xiui l \[
X, T

C——
1 .
is.commutative. This relation on | Hom(X ,T) 1is obviously refl'exive and

Xiug

‘.__.._..__._,__é

symmetric as it stands and is also %ran31t1ve provided the index I dis fil-

tered*decreasmng o

n& is thus, by definition, the inductive limit of the inductive system

(nt ) of covariant representable functors (n! (T) = Hom.(X.,T)) .
)y oF ovemtem i, (7 = Hong,

2.1, Definition .

A ‘functor F : C - (ENS) is called pro-representable provided it is func-

torially isomorphic to a functor of the form hé

F: I=C indexed by some {filtered) index category I .

for gome projective system

It is of course to be kept in mind that the same pro-representable func-
tor may be defined by different (non-isomorphic) projective systems, A suf-
ficient condltlon is the ex1stence of a CO—lnltlal functor between the index

categorles compatlble w1th the two systems o

3 . Pro-Objects . . ~ ' o -

The pro—representable functors form a full sub-category PRO- REP(C) of
the- category Hom (C, (ENS)} of set-valued functors on C which contains

the full sub-category of {co-variant) representable functors of C , each
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considered as arising from a projective system indexed by a one element set.

[ To regularise this contravariant "Yoneda type" embedding "X+ h%" we define

the category ggg(g) of pro-objects of C as the category opposite to the
category of pro—representable functors. With this definition we navé' C equi-
valent to a full subcategory of PRO(C) . Whenever convenient we shall consider
c identified with this full subcategory and write for example Xl in place

of ni for objects Xi from C .
i -

Since every object in PRO(C) 1is an inductive 1limit in Egm(g.(ENS))

of an inductive system of covariant representable functors, and morphisms of
pro-objects are simply natural transformations taken in the opposite sense,

every object in PRO(C) in thus (in PRO(C) ) a projective limit of a projec-

tive system of representable functors. With the identification of ‘Ki with

ink for the objects and arrows of C , we may thus represent every pro-object

i .

F in at least one form as 1lim X for some projective system (Xi)igi arising
€1 =

from C . _ Phrased dlfferently, we may say that every projective system in C

,:( . admits a projective limit in PRO(C) and that every object in PRO(C) is
i isomorphic to guch a limit. To avoid confusion with the limit of the ecguivalent

system in C (which may not even exist) we use the notation-"l‘i_m"xi to
ieT

_indicate this representation of any object in’ PRO(C)

' " The Yoneda-Grothendieck lemmafadmitsfésgﬁéﬁeraliiatiOn the £oIldWing.

0;” . . - - e e

Q;L ‘ '3.1% Propogition . -

. = = . , ’ ’ ) £l v ] . i 1 d
Lzt F~,L(Xi)i€I and G (Yl)lel_-be projective syste@s in C, hy an
né the pro-objects which they define. Qne then nas canonical isomorphisms

‘HomPRO(F)(hG’n ) = Dgp jZamm(n yhg) = ié? ié? Homg-(YJ X))

Let ¢ : h%.'hl Dbe a natural transformation. . For each . T € 0b(C) one

then has the appllcatlon

(T) : 1im Hom (X ,T) = 11m Hom, (v:,T) .
1@1 = JEJ C




In partlcular for each i € Ob(1) , @(X ) ([1dX 1) € 1im Hom (Y X. )

Jj&J ¢ (
where [id X, } € 1im Hom (X Xi) is the equivalence class of the identity
iET €
arrow. The family (g(xi)([id Xi]))iEI is thus included by naturality as a
member of the projective limit lgm 1im HomC(Yj’Xi) of the projective system
I J - R
(1im Hom (Y 29 } » lim Hom (Y X, ))iEI .
@y g A

Reciprocally, belng given a Family ([@ 1), i€ € 1im llm,HomC(Y X, )
€1 JjeJ =

of sets of arrows in C , it is a matter only of tedious verification to gee

T that if one defines for each T € o0b(C) and set ffi : X -+ T] € 1im Hom(X T,
JGJ

i o(T) ([£,1) = Lo, 2, ¢ s(y,) =T

Jalst )

in  1im HomC(Yj,T), the so defined application is natural and bijectivity in-
J -—

verse to the former.. _ ,

nt

by replacing filtered sets (i.e. nere index categorles) with flltered small

_categorles( l.e. where the set of arrows is no longer simply a graph) The |
following proposition due to Dellgne (2) and Lazard, shows that this is not *

the case, and cohsequently'gives a convient criterion for "pfo-representability“n

3.2, Proposition .

id Let C be a @L-—category which admits finite projective linits ;

e | gl B

F:C= (BENS) a functor. The following statements are equivalent :

(i) F is pro—répresent'able.,(i;e° F-3 1im hi.) 3
' : i

(ii) F is the inductive limit of an inductive system;OE representable func-

‘tors indexed by a U ~sma1l filtered category-;
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(1ii) F is left exact (i.e. conserves finite projective limits) and there

exists a - U -small epimorﬁhic famiiy (Xi)ieI of objects of c below
» o ¥ I3
P (i.e. (@i : 0y F)iGI exists such that for each TEOb(C) ;él Homg(XiT)-*F(T)

i

" is surjective) .

The .proof is based ontnefollowing lemma.

3.3. Lemma s

For every small filtered category L , there exists a gmall filtered orde-

red set (i.,ee index category) I supplied with a co-initial functor & I-1.

The following lemmata investigate the links between the categories of the

form  Hom(T,C) and BRO(C) .

3.4. Lemma
Let 'F = "Iim"X, be an object in PrRO(C) , T an object-in C . For each

1
pair u,v : Xi 3T of arrows of € for which u pr; = V PT; ('pri é“lim"X{»Xi

the canonical projection in PRO(C)), there exists an 'i' €41 in -I such

That WX, ,. =V Ki,. e oo I
- i’y 1i'1 ) ‘ ‘ . ) ‘

Tne lemma is immediate since the condition in question is simply a trans-
- cription ©f the statement that the arrows u,v € HomC(Xi}T) ‘have the same image
in 1im HomC(Xi,T) , i.e. are equivalent wunder the relation defined in sec-

-

tion 2 .

3,5, Lemma .

For each arrow u : F =G in PRO(C) and any choice of projective sys-
— —_ 3 — 1t 3 H
téﬁg  § = (Xifxij)iEI and Y = (Yj’yjk)jEJ in C such that F_? 1%m X,

there exists aV(Eiltered)rihdex category Hu:, supplied

and G = "lim" Y. ,
Ki J

with co-initial functors ¢ @ Hu -1, ¥

a

g Hu -+ J and a morphism of pro-




jective systems u' : X - Y{ , such that 1im u' = u .
H
1’3 ) (
"(T) In other words any arrow u in PRO(Q) may be regularized by an arrow
in some category Hom(Hu,g) s

The proof of the lemmaprbceeds as follows. Hu is that set whose objects

are the-triples (i,£ s X - XJ.,j),'iEI,jEJ, £ €F £{C) , such that £pr; =pr, U

in PRO(E) (with pry 5 the canonical projections). We order H, by
1

e- - - s
L . < (i,£,j) € (i*,9,3")> if and only if <« i =1i',j < j' and ¢ xii,zyjjr{-‘»
where the X550 and yjj,' are the morphisms of transition. H.u is clearly
g pre—orderest by this relation ; it is also filtered : let (11,u1,j1) and
ﬂ ‘
! (ia’u2’j2) be a pair in Hu . Since J is Piltered there exists a J,
=
n th i, £ ] i, 8% J. .
- such that 33 J1 and 33' 32
inspection of the proof of Propositior 3.T., will easily show that For any
{*Xi . J € J then exists at least one member of Hu which has the given J for _
projection. Conseguently, let (x3,u3,j3) be one such with j3 for projectiof J
Wow:since I is-equally will filtered there exists k € I such that k €1 ,
and k =& iy - But then u,xki;prk = ng,u3 xkisprk so that Lemma 3.4. applies
a- and there exists k' £ k € I such that Vi 4 1Y Xy T Uy Xpyg oo Symmetri -
: 371 3 . T
" mage ) : ) :

. . 1 ) ) T ' '.__;"' .
cally, one has the existence of 4£' € T such that Vi 3 WaXgeg UpXyag
372 3 .2

and, by filtration, an m € I such that m S k' and m$ L' . The triple
P = (m, u3xmi.;jéj thus has the desiféd:pTOPPety for by definition

L. ..Blﬁ . L. " .

. . < (1 .
ps(iu,d,) and p s (i,u,3,) .

The projection of Hu in J is surjective, thua co-initial. The pro-
jection in I is also co-initial sunce J # ¢ and I is filtered. The

projection of o into Fﬂ(g) defines a natural transformation whose limit

e Q.E.D.

is obviously u .
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. common projections into J . IT is easil
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The next lemma shows that this process of "regularization" can be made

compatible with the composition in PRO(C)

3.6. Lemma -

For each composable couple (w,v) of arvows in PRO(C), there exists a

together with co-initial functors

filtered index category H(ugv) ’

and a natural trans—

H(uvv) - Hu y B H(U‘?V) ” HV SR (uvv) VU- !

formation w of projective systems indexed by H guch that "1im" w =vu
: = Puyv) = g~ e

H(uvv)

Define H(u v) as the category fibre product H XJ HV taken over their
14

vy verified tnat tne 1nc1u31on of

H(u,v) into H_ X H ig co-initial. H(u,v) ig thus a flltered ‘subcategory

of the filtered category Hu * Hv and the projections into Hu and Hv are

“hus coiinitial. Since the functor defined by the assignment

‘g((dvfra) ' (o"vgi'\f)) P (aigfi "{) >

is also co-initial, the natural transformation conseguently defined has the

desired~property.

Application to abelian categories .

4.1, Proposition -

If a category A is abelian, then PRO(A) is abelian. The canonical

embedding h' : A = PRO(A) is exact, fully faithful, and commutes with in-

ductive limits.
. The additive structure is clear from Proposition 3.1. (the "nom" sets

are . 1nduct1ve limits of abelian groups) and any zero object in A furnishes a

e of a direct sum for couples in

n PRO(A) . (For any two objects

zero for PRO(A) » Similarly the existenc

A furnishes a direct sum for couples of obJect i
F = “l&m“xi s G = "1‘:_L_m”Yj in PRO(A) the filtered index category - I X J Furnt shes
I J
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with its co-initial projections the appropriate characteristics of a direct

sum to the pro-objet "lim" X, @ v.) , L
a4 )

We construct in detail the kernel for an arrow u @ "lim"xi-* “1&m"Yj in
I

PRO(é) ¢ the defining system Hu of Lemma 3,5, defines a projective system
of objects of A indexed by H, by means of the assignment w(i,f£,5) r Ker{f)",

The resulting §r0~object "1im" Xer(s) together with its monomorphism

H
u

in = "lim" in furnishes a kernel for the arrow u in PRO(A) , for if
i Ker(f) —==\z

-
(x,u) is a complex in PRO(A) , the subcategory Hk(v,u)CH H(u,v) which

consists of those couples ((x,9,1),(i*,£',3)) such that £'g =0 in A
is co-initial by use of Lemma 3.4+, and by composition with the projection is
co-initial in Hv + consequently, it defines a co-initial subsystem of the kernel

system along with the desired natural transformation into Mlim" Ker(f) .

The construction of a cokered is entirely similar and, aleng with the

constructicn of the isomorphism of Coim and - Im , is left to the peader. ( o

The general principal in all cases is simply to construct the desired limits |
|

as some category Hom(H,A) and show by use of Lemma 3.4. that the defining

Property of the given limit has a co-initial representation in PRO(&) . |

The construction and Proposition 3.5. leaves little doubt about the pro- J

pectiesg of the embedding . h' and.ébmpletes the. proof of the proposition.

Of the various projective systems in C , those characterized by various ”H
categorical properties (such as being countable, or having all morphisms of ;?
transition epimorphisms, monomorpnisms, or zero, etcss) come to mind in }
any natural scheme of classification, But as has been ebvious all along, radi- .§
cally different projective systems in A can give rise to the same (or at }5
least canonically isomorphic) Pro-objects. For example, in erder that a pro- I

jéCtiye_System define a zero object in - PRO(A) it is sufficient (and of course

necessary) that the projective system contain co-initially a Zero-gystem {




E

- 10 -

(where all transition morphisme are zero)and for which the simple condition
Pfor each i € I there exists Jj % 1 such that in = 0" , requiring
neitner all objects nor transitions to be zero, suffices. Any iterated se—

quence of complexes gives rise to such a non-trivial but "esgentially null!

system.

Projective systems, and the proobjects which they define which may be
qualifisd as being “essentially"'of a given simple categorical type play a
crucial role in the application of EEQ(&),and conditions which allow
characterization "internally" have been investigated by Laudal (4) . Our in-
terest is primarily limited to abelian categories ; we leave it to the reader
to separate from the abelian case those characterizations which hold in more

generél situations (when they exist)

5+1. Proposition . . A

Let F = "lim" X, be an object in PRO(A) . The following statements are
I

equivalent :

"a) The defining system for F satisfies the condition

(EM) There exists ‘3 € I such that for‘éll i< jO ; there -exists

n % i for whick-the- canonlcal arrov Ker(x ) Ker(xhj ) ‘is an iso-
. _ o - :

morEnlsm 3

b)rF is a subobjecfA(iE ggg(é)) of some objet of gl ;

c) F is isomorpnic to the limit of a projective system of objects ari-

sing from A all of whose morphisms of transition are monomorphisms .

("F is definable by a monomorphic system")

If the representation of F satisfies the condition (EM) , consider the

rojection arrow pr. : "lim"X. = X, ; we claim that it is a monomorphism.
P im" X,

o} I o]
Consider the defining system Hpr of Lemma 3.5. and the kernel system defined
by the system of arrows xij H Xi -+ Xj . By hypothesis, for each such member
s o o
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there exists an £ such that Ker(xh )= Ker(xh. ) , but tunen for each such
i o
arrow the corresponding morphism of transition of the Kernel system is necessa—{l
rily Zero . 1.e. the kernel system for Ker(prj ) contains a co-initial sub-
o

system whose morphisms of transitioneuwazeroe It follows that Ker(pr‘ ) =0

Jo

and hence ¥ 1is a sub-object of Xj »
Q

Now suppose that F is a sub-object of some object of A 3 that is to
say there exists a monomorphism u & "lim" X, < X in PRO(A) with X € Ob(a) .
iel
Bach arrow u, Xi -+ X projected from an object in the defining system Hu

For this monOmdrphism,factors through the subobject Im(ui) of X and conse-

guently defines a projective system of subobjects of X all of whose

‘morphisms of transition an necessarily monomorphisms. But then in the limit,

"lin® X 3 "limt im(xi) since U 1is a monomorphism. We have thus produced the

desired monomorphic defining system.

Since the implication "(c) = (a)" is trivial the proposition is demons-

trated and we make the following definition.

p—

5.2. Definition .

i

An object of PRO(A) (or the defining system which rePPESEﬂts,it) which satis~

fies any one of the egquivalent conditions of Proposition 5.1. will be said to be

egsentially monomorphic.

Following the same principle we call a pro-object F egsentially epimorphic

(or strict) provided it satifies one of the equivalent conditions of

5.3. Propositiocn .

For F = nl%mnxi in PRO(A), there exists g projective system (Ya’yjk)jEJ

of objects of A whose morphisms of transition are all epimorphisms for which

"lim" Y. S F , if, ‘and only if, the system (Ki'xij)iGI satisfies the condition

J
of Mittag-Leffler 1
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(ML) Fer all 1 € I , there exists j, €1 such that for all ' €J_, 3
the canonical arrow p ¢ Im(xj,i) - Im(xj i) is an isomorphism .
. 0
The proof is entirely analogous to that of Proposition 5.1. and may be

found in Laudal (4) .

Combining these results, we call a pro-cbject which is essgentially mono-

morphic and essentially epimorphic, essentially constant. A pro-object is eg-

sentially constant if and only if it is isomorphic to an object in A , but

the conditions (EM) and (ML) which are then satisfied eliminate the nead

to be specific about the particular object from A and allow the criterion

to be phrased entirely interms of any given representing projective system .

Finally if A' is a full subcategory of A , (not necessarily abelian)

a pro-object is said to be essentially of type A’ provided it is isomorphic

to a pro-object of PRO(A')

5.4. Proposition .

In order that a pro-object be essentially of type A' , it is necessary

and sufficient that its defining system have the property "for each 1 &€ I

there exists a Jj £ i such that the transition morphism in factorises

through an object A&i of A' "

Let X3¢ I=A adefining system for the given pro-obJect° We suppose the fae-

torization cnoserland]ﬁtcj(l) be the’ category correspondence of I with I

defined by the set B T e B

54 s g ) .t .
{(Jsl)-iJil €1 Xy ! Xj =5 Aji f—énxi}

; supplied with the product order of T X.I . By aypothesis the projections of
¢{(1) in I are both co-initial. We now define a refinement (1) of g(1)
with the order relation <« (j',i') «(j,i) ® i* < j > . The refining functor
a : g(l) - C(I) is agaln co-initial so that the systems X, =mXpr? a and

2 Xpr261 both deflne pro—objects 1somorpn1c to that defined by X . More-

over, tne fuﬂctor A deflned by the a551gnm6ﬂts
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<(j,i) m Ao ((3%17),(5,1)) b s RS

is-a projective system indexed by C¢(I) which has values in the {full) sub-

category A7 of A ; for which the factorization arrows define in PRO(&) the
commutative diagram

”llm" X N "llm" :’. "l‘:’gn“ X)

N A

illlmfl

. . - ~1 . , . .
But x is an tsomorphism, hence p = s x* 't "gym’A — "lim"ji 15 a projec-

tor (pp = id) for which we may define the projective system F with values
in PRO{A') by <n s "im" A (n,n') e p> | ag Iim F(S "1ime X, 3 "limt X)
is the projective limit of a system of pro-objects in the full subcategory

PRO(A ), it is an object in PRO(A‘) « We have produced a Pro-object in
PRO(A } isomorphic to that defined by X as required .

Q.E.D.

The converse is left to the peader . - ' 7

5. Proposition .

The following statements are true in the abelian category PRO(&) v

1) Subobjects of essentially monomorphlc pro-obijects are essentially mono-

morphic. Quotient ocbjects of essentially epimorphic pro-objects are essential-
ly epimorpnic .

2) Let 0-F' Y p %pn g be an _exact sequence in PRO(A) . If F! and

F"  are _gssentially monomorphic (resp. epimorphic, resp. of fype A ), then

o

¥F oisg essentially monomorphic (resp. epimorphic, resp. of type é')

3) Let 0 - FO - F‘1 - F2 - FB = 0 be an exact sequence of pro-objects.

If F1 and F2 are essentially constant(respn esgentially of type é’), then

F_ and Fy are essentially constant (resp. essentially of type A')
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Tne demonstration of the first part of (1) is trivial from proposition
5.1. b . The analogous statement for epimorphisms may be proved as follows s

Suppose given G = "1im" Yj as quotent object of some essentially epimor-
j€J .
paic pro-object F in PRO(A) . By Proposition 5.3. we may find a defining

system for F whose morphisms of transition are all epimorprisms. We thus

have an exact sequence - .
F o= n]_‘j:‘mn Xi LIS "]_{;i;m" v, __9% 0
i€l JeJ

in PRO(A) in which the morphisms of transition x,, ;, of the system (Xi)
H

are all epimorphisms. Thus consider any morphism

1.12

X, —> Yj —— Cok(uz)

' l}‘i.i' Y3,3 X
. ,
<. 1

(s ¥, ——> Cok(,) .

in the defining system for the couple (u,0) . The coker system is essentially
null;thus for the morphism k we may find a k' such that ‘kk'= 0 and thus

a commutative diagram

u
3
in —_— an = —> COK(PS)
Fin, i Y, 5 ] 0= kKT
b u.,I
i1 > Yjv >COk(u1)
Since Xi",i’ = Xi,i' ? Xi",i“ 1g'an eplmorph;sm yj";j* is also an epimorphish

as thus 80 vas yﬁj conseguently. The system (Yj)jEJ is essentially epimor-

phic.

In the case for the assertion (2) we may proced as follows : the defining
system for the complex (u,v) contains a co-initial subcategory I defined

by complexs. That is we may consider the complex (u,v) as defined by those




us

phism

ng

u
" couples (u1,v1) H Xi ——19 Yj ~—19 Zk such that v, w,. =0 and where

v
171 .
f

X.,Y.,Z are obtained from the given representation Y1im"X. 4 "1im"y . l*r"lim
1 '-] k = 1 R J —
i€l jeJ nek

with the couples (u1,v1) €ach commuting with the projection morphisms as
usual. For sach such couple we associate the short exact sequence

0 - Ker(vT) - Yj - Im(v1) -0,

and for each morphism of coupies we associate the induced morphism of short

-exact sequences. The canonical morphisms X, - Ker(v1) and Im(v1¥4 2,

then define isomorphisms in the limit since the given sequence is exact in
PRO(A) .

. We now use this new system to complete the proof in the case for essential
monomorphisms : in the light of‘5u1° b, chose F" represented by a monomor-
phic system. The system F' = "Iim' Xi will satisfy the condition (EM) by
hypothesis.It follows then that tae derived system (Im(u1)) is monomorphic
and that the system (Ker(v1)) satisfies the condition (EM) « It follows )
that the gystem (Yj) also satisfus the condition (EM) for any morphism of (_,

transition givesrige to the following diagram

0 ——~——>Ker(,v')<—-»—>YJ. s In(v?) ———s 0

=1 - .. C
J/ yJJ'

0 —> Ker(v) oy Yj' —>In(v) ——3 0

in which the pows are exact and c is a monomorphism, i.e. in which
Ker{a) & Ker(y..)} .The system -(¥Y.) is thus essentially. monomorphic since

the system (Ker(v)) is .

Similar considerations occur in the proofs of the other statements and

are left to the reader.
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6 . The derived functors of 1lim : PRO(A) = A,

If the abelian category A admits products, limits of functors over in-
~ dex categories always exist in A and the functor of PRO(A) into A defined
tnrough the assignment YF 1im F ™" defines an adjoint to the canonical exact

embedding h' ¢ A® PRO(A) . As it is characterized by a natural isomorphism

o P -_-; .
HomPRO(A)(n X") HomAFX,lgﬂxF)

it is left exact and we may investigate its (rignt) derived functors quip o

When they exist we shall denote them by 1gm(n) for n =0 to distinguish

them from those of the functor Llim 3 Hom(I,é} - A vwhich we denote by
T .

1&m(n) ,n =z 0 . Note that one always has the relation "l&m-("lim“ Xi)==l;m Xj"
I I I

and that since A has finite products, the category EEQ(A) has arbitrary
products of familes of objects in A simply byre-indexing over the filtered

index category %gp(l) of finite subsets of the index set I via

!ISHH Xiil o

'd

i€8
ghq In contrast to the category Hom(I,A) , PRO(A) does not in general posses
e sufficiently many injectives when A does. It will be seen, however, that

under these circumstances PRO(&) does nave sufficiently many objects acyclic

NS for lim and thus 1lim may be devired in a convenient fashion. Specifically

Li%ﬁ we prove the following theorem.

i 6.1. Theorem o
Let A Dbe an abelian category with exact products (AB4*) and sufficiently

many injectives. Then

1) every object F in PRO(é) admits a monomorphism into an object of the

from "M Ie , where the Ie are injective objects in A , and
e€E )

! 2)if O v Q" I; - nqon 12 ~+ ... 1is an exact sequence in PRO(A)
: e€E e€E
composed of such objects, then the sequence o- 1 Il = T Iz = ceoin |/
eEE1 eEE2

obtained by application of 1lim 1is exact .
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It is a well known theorem of the general theory ofderived categories that under
these two conditions one has a resolution R C*(F) of any object F in L_m
PRO(A) by such lim -acyclic objects for whicn RY lim(F) = Hq(llnic*(F)) for

g =20 and that in fact for all n =0 11m(n)(F) S llm(n)(F) i.e. the
l

derivation is dependant only on tno PRO-object involved and not any particu~

lar projective system which serves to represent it .

The requirement 1) is easily satisfied. In effeéct given any F > "1im" Xi

I
in PRO(A) one always has the canonical monomorphism  "1im" Xicﬁ O X,
. I i€T
and since each object in A can be embedded in an injective one, one has a
monomorphism Y [J N X, % H"I 3 SC that Fe= "I " I. ag desired .
- ier 3 er i€1

The second requirement is more difficult to verify. In effect consider any

segment : o° 1
O-n"[Q1n Ie 25w o I; 2 eoe— M I ¥ Iz of the given exact sequence.
eEEO eEE1 eEFn

The construction of Lemma 3.6. may be used to produce a single filtered index

category J supplied with co-initial functors @, ﬁf(E ) such that
if we designate by I %E(E ) - A the projective systems whlcn serve to
define the pro-objects " [I £ Ie s wé have a complex
e€E”
oy &° 1y n
Moz 0~ ;QO(I*) -—>;p1(I*) — ... -——->gpn(l*)

of projective systems indexed by J for which "1im" @r(Ii) SIuipow IZ and
' : J r
cEE

"1im" "= d  for each r .

The complex Mj is not exact, but since the complex of pro-objects
which it defines is exact, it at least has co-homology consisiting of

essentially null projective systems all indexed by J . i.e. the complex

Mj gives pise to the sequence of exact sequénces in Hom(th)
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. e} 5 oy, nt 5
0= H (Mj) ;pO(I*) B (Mj) 0

0 - 31(M3) - z"(MJ.) - H1(Mj) =0

1 1 2
0 -7 (Mj) @1(1*) B (Mj) -0

4 o -
e a a

° a s

in which the pro-objects defined by H1(Mj) are all null. Thus to show that

the original sequence is carried into an exact sequence in A it will suffice
to show that these sequences are carriedby 1lim into exact sequences in A,
J

To do this it will suffice to show that each of the objects F involved in

these sequences is such that l&m(n)F =0 for all n ~ 0 . For the sequences

J
involved here it will, in fact, suffice to prove that lém(n)Hr(Mj) = 0
J
for all (n) > 0 and also that lim(n)@r(Ii) =0 for all n > 0 since we

J
are reduced to isomorpnisms in the limit .

Prne assertion - for Hr(Mj) is thus verified if we c¢an prove the lémma

$£.2. Lemma .

n

“lim“xi is a pro-chject essentially null, then lim(n)F = 0
: T _ 1
for all n=20.

If F

The second type of object imvolved is the composite wr(Ii) yhich is
characterized by having the assertion lgm(n)‘Ii =0 for.all n >0 clearly
O/,.7
B(27)

true. Thus to draw this second conclusion it will suffice to prove the lemma.

6.3..Lemma .

Let @ 3 J1 = J,
index categories and let F : J, — A be a projective system. The canonical

2
(n)

F— lgm(n)Fcp ig an isomorphism for all n 20 .

be a co-initial functor between filtered decreasing

morphism 1im

Io o
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The s.mpler case of this lemma for a co-initial categories has been

established by Roos (5) .

To complete the proof of Theorem 6.1, it will suffice to prove Lemma 6.3

since €.3.implies 6.2. . To see tnis suppose given a projective system

F ¢ I~ A which is essentially null. The functor F admits an extension
ImF 3 12 % A to the arrow category ° - {(@,8) |« <8 and o,8 € I} of I
by simply taking Im F(w,8) = InlﬁIB in A . Morecver the identity assignment

functor I 3 I = 12 defined by "¢ —~ (x,@) " is co-initial and one has,

upto isomorphism, ImF.m = F. Since F is essentially null, the category

12 contains a co-initial subcategory X% I2 such that ﬁnF]K is null .

By Lemha 6.3, we thus have l&m(n)F - lim(n)l F S lgm(n)ImI?K =0 for all

T 12 X ; ;
n=z=0,

The remainder of this article is consecrated to the proof of Lemma 6.3. »
Proof of Lemma 6.3.

The proof will be done in two steps. The first will deal with thne spe-
cial case where the category. A 1is that of (small) modules over a (small) rin%
R . There one has sufficiently many projectives and consequently s0 has the ‘
category ggg(J,é) for any index category J . Moreover, éince we have here the

isomorphisms

1%mF % Hom, (®, 1%@) 3 Hom(&(F) (= Homy o (7, ) (50F))

{where @ is the constant projective system whose value is the base ring R),
to calculate the projective limit it suffices to take a projective resolution
L = & of the constant system © and take the co-nomology of the resulting i
complex Hom®(L°,F) .

With ¢ : J1 - J2 the given co-initial functor, designate by
By Hom(ngé) - Hom(J1,§) the functor ‘“composition with " defined by
"Fk Fo" between the functor categories. The functor %, admits co-adjoint

*
9 which 1s defined by *pull back" via the Xan formula

o*F (o) = égm Fpr, , waere JH/& = {e| @(g) <al _ |
1/@ 4
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is the subcategory of “objects above a%EJz" defined by the cartesian square

- . |
ey > o/

=
R
2

e TR T 0 P o T i e et T

in (CAT) with Jaﬁy the category of objects of J2 above o € Ob(Jz) o

Observe that since # is co-initial, JTA? is never void, and that since
I @, 1is exact, the functor ¥ carriesprojective objects into projective

objects. Since J1/& is never void, if F 1is a constant system in Hom(J1,é)s

w*F is the constant system in Hom(Jz,g) with the same value in A as
F .

Tnus let L° — 6 be a projective resolution in ggg(J1,é) of the cons-
tant system whose value is the base ring *(L") - w*(¢) = @ is then a
projective complex in Hom(Jz,g} whose cohomology gives the left derived

functors of ¥ applied to tné system & . To complete the proof of 6.3

.
i
N
",
b
AR

in this special case, it will tqen_suffice to prove that @*(L°) -~ & is a

projective resolution of ¢ , for the adjunction isomorphisms

bl WY
e 4

-4

Hom' (L° 9, F) & Hom’ (9*(L")},F)

T e e e

; ek
& EAs

will immediately furnish the desired isomorphisms of the derived functors

[}

|

[}

%' : of 1im.i.e. it will suffice to show that Lq p*(g) = 0 for all q> 0 .

R
e

= lim Fpr we
d o

E
: 1/3
since a projective resolution

Now to calculate Lq}g*(F) we note tnat since o*(F)(x)

* = i F
have that Lq,w (F)(u) Lq ﬁim PT,
1/
L° » F of F is carried by restriction to J1/r into a projection resolu-
: ‘ ”
lim (¢} =0

J1/&

for q > 0 . As the categories J are filtered decreasing for each «
1/

tion of F pr, - We thus wish to show that for each o € J2 ,Lq

we are Finally led to the following lemma o
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7-1. Lemma .

Let J be a filtered decreasing index category and lef‘ & be the

constant system on J whose value is the base ring 'R of a category A

of small modules over R . Then for all q > 0 Lq lim (&) =0 .
J

For the proof of 7.1. we recall a few definitions, For each n €N , let

ﬁn be the index category defined by the set {0,1,°°ugn} with 1ts natural

order and for each i {0 £ i < n+1) 1let d; :éﬁn »d4, . be the functor

defined by
d;(k) _ k U0k <1
¥+1 i g£ksn .

With this notation, the semi-simplical decomposition of a category J is

the semi-simplicial set FL.(J) defined by the sets of functors

Fﬁn(J) HomCAT(Aﬁn,J) , n=0

[}

. i .
with dn(J) F£n+1(J) Fﬂn(J) for n 20 and 0 £ i < n+1

given by HomCAT(d;,J) » For J an index category and A an abelian category(

with exact products, the Roos Complex (Roos, 5) I*F of the functor F : J = A

in A may be defined by

n o .0 O
IF =TFd  d; <. dn_q(J) (¢) , n=0
§ € F4 (J)

and a s HnF - Hn+1F given by

(7

n o o n k
(a9). =F a, ... dn(g)pr " + % {(-1) pr X

s &NE) ko a(5)

; B € Fﬂn+1

where we have identified the sets FEO(J) ~and F£1(J) with the sets Ob{J)
and F4(J) , respectively . '

It is then tne case (Roos, 5) that

BEO(1*r) 3 1im F and RY 1im(F) 3 wY(u#r) .
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Tne category A of modules over R has exact sums; thus we may compute

lgm(n)F'via the Roos complex of the functor Fo H JO d éo - In A we then

J
have Hb(il%F) = 1§m3‘ and L 1im F 5 Hq(ii*F)

To complete the proof of 7o1°.it will thus suffice - to show tnat in the
case of the constant system ¢ whose value is the base ring R , the complek
ll*{)' is acyclic .

But this is readily seenwithout Ffurther computation by the obgservation
that 7.1. is true without assumption on F when J 1s filtered increasing,
for 1lim 1s then exact. Furthermore in the case of the censtant functor
& : J—- A the complex iL*D is nothing other than the canonical resolution
F,(J) of the category J (relative to A) given by ~Fn(J) = F(Fﬂn(J)),
the free R-module generated by the set Fﬂn(J) with differential given by

the induced homomorphism
n

a = T (=D F(ag(a)

n k=0

The homology of this complex clearly does not change by passage to the opposgite

o
category J . Thus we have

0.

I

Ly 11m (&) 31 (F (1)) 341 (F (J )) Ty 1im (@)
J.O

Qn Eo DQ
This completes the proof of 6.3. in the special case.

To complete the proof for the general case we use the result of Gabriel
and Popescu (6) which allows us to treat an arbitrary abelian category as

an exact retract of some category of modules over some convenient (U, -small)

ring.
of the

More precisely, there exists a fully faitnful functor i :'é - A
given abelian category A intc a category A1 of modules which admits an

exact co-adjoint ass : é1 - A,

If we let F : J = A Dbe a projective system 1n A 4 we may calculate

the projective limit in A wusing the limit in é by means of the isomor-

phism
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lim F 3 ass lim iF .
g J

i admits an exact co-adjoint, hence preserves injectives, and ass ig exact, { Y

thus this composition of functors gives rise to a spectral sequence

E2 = ass llm(P)Rq iF = 1im(P+q) F

Pd J J

which converges to the derived functors of 1im (suitably filtered), Tnus the
J

categories J1 and J2 supplied with the co-initial functor @ : 31 = J2

give rise to the spectral sequences

PER = ass lim (Pa) %7 lg'._m(PJrq)F VRS = ass-l‘:Lm(p)qu(Fip)#lim(P_!'q}(Ftp)
pg 7, 7, Pd I I

converging to the limits of the general case. But Lemma £.3. in the special

? case of modules which we have just establised shows that we havetdEiq iq

The terms of the two se?u§nces are thus isomorphic and we thus have an iso-
p

SugE

ite morphism l;m(P)F = 1lim
Io

Fg as desired.

—_—d

QoEqu ( .‘,

8 . Applications .

The dependance of l;m(n)E‘ “only on the pro-object defined by the pro-
jective system F now established allows us to immediately extend a number
of results established (largely) by Roos (5), (6) to projective systems only

egsentially of a given type.

1) Recalling that a projectivé system is essentially countable provided the
pro-object which it defines is isomorphic to one defined over a countable in-

dex category, we have the theorem

w

8.1. Theorem .

1) Let F be a projective system egsentially countable in a category'of

modules ; then llm(n)I?z 0 for n=2.
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2) Let F Dbe an essentially countable system of medules which also veri-

Fies the Mittag-leffler condition (H,LQ) s then lim(njf?z 0 for n=”0.

3) Let F Dbe an essentially countable system with values in the category

of sheaves over a space which has strict topological dimension k ; then

P lim(n) F=0 for n>%k+ 1.

finally, recalling that a projective system of modules is essentially of

finite type provided it defines a pro-object eséentially of type A' , where

A" is the subcategory of modules of Pinite type, we have

4) Let F be a projective system essentially of finite type of modules

over an p-dimensional quotient ring of a regular ring, then lgm(n)F = 0
for n>p .
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DIE SATZE VON BOREL-WILDER

von Robert FITTLER i

Es gsei X ein lokal kompakter, topologischer Raum, A ein links-noet-
herscher Ring mit Eins und F° ein Komplex von A-Modulgarben Uber X .

Mit ﬁs bzw. gg bezeichnen wir die Hyperkohomologie bzw. die Hyper-
kohomologie'mit_kompakten Trégern. ng ist die Kohomologie in der Xategorie
der A-Modulgavben fiber X .

1 « Satz .

Falls gilt J%" =0 fir gentigend kleine q , dvhe q< q, » dann
sind die folgenden beiden Aussagen ¥quivalent : 1

. ) . e
(i) Fr alle x € X und alle q< q  ist Lim 8% 2%,F°) =0 .
: ° xéZL-

(ii) Fir alle offenen VC X und alle q < g, ist HYV,F*)=o0. |

Beweis . (ii) = (i) ist trivial .

=t (i) = (i1) 1 weil gilt éﬁfqr‘ =0 fur q<q, , existiert ein zu
- F' quasi-isomorpher Komplex 1I' von injektiver A-Modulgarben. Da nun gilt

4 B(2F) = i_i,nZ«Lqu(&, ') = (H U, = (F¥F),

xeU
sind die beiden (norizontalen) Garberkomplexe
see =+ F -1 --'-'—-)F ——-—-——-) r had ...' ;

F
qo q°+1

~* ses




Al

2
; : 11;‘
i Lk

i
f,mm

} Elhm“

wegen I. quasi-isomorph. Beim unteren ist Eq(Qé_,—) =0 flr g< q, also

- auch beim oberen Komplex .

WaZoDoW,

Satz .

Sei die topologische Dimension A-dimtop X von X endlich und der

Garbenkomplex TI° positiv. Die folgenden Aussagen sind dann #quivalent.

(i) Fur alle x € X ist das projektive System
x € ?/(/*‘" Eg(&sF.)

im wesentlichen Null fur alle q > q,

(ii) Fir alle offeﬁen vC X und‘allgl q> a gilt ES(W,Fi) =

Beweis . (ii) = (i) ist trivial .
(i) » (ii)
A-dimtop X < + ® bedeuted 3 flUr alle q erlaubt F eine beschrﬁnkt

1ange c-weiche Aufldsung. Also gilt fir grosse g d.h. g 9 H (W F’ )
a5
Dabei ist 9, Z4q, Falls nun gezeigt werden kann, dass WU H 1( WU L,F)

eine Xogarbe ist, duh- dass die Folge

JiH1(v nv.F)—'uHWv,F)ﬂqu(aﬁF)«o

o8

exakt ist fUr jede offene Uberdeckung {V } einer beliebigen offenen ¢ € X ,
dann folgt,dass . L1 Hom (H 1 ULF), M) flir jeden .A-Modul M eine Garbe
iat. Wegen I° yersghw1nden inre Halme. Also ist die Garbe null.. Daraus folgtgdas

1( 170 F ) ist .
Zum Bewn:s der Kogarbenelgenschaft betrachtetman den folgenden semi-sim-

plizialen Doppelkomplex C° von Garben

.,...,‘3‘_11 FV nv‘j.__u_ FSo om0 = 0 ...
: B o o

Der zugehBrige Doppel-Ketten-Xomplex ist quasi-isonorph zu

'i.t—'o-' }'?. - - "O -’ Ol‘ﬂ.ﬂbi
22




Anwenden des Funktorsg §§(X,-) liefert die konvergénte Spek;ralser

.80 )
quenz
e + ® + .
5% = HP(a3(x,cP) i q(x,r«'u ) = 82 e
(Das ergibt sich daraus, dass man, qu als itepiepte Homologie Hig@
eines Doppelkomplexes ‘
ler v Towl w2 L, - s
c c
erhalten kann. Dabei ist V' ein Doppelkomplex -von e-weichen Garben, der in
beiden Dichtungen quasi-igsomorph zy o'° ist) .
Beachtet man man, dass die von Null verschiedenen qu im échraffier-
ten Teil deg folgenden Diagramms liegen
, g A9
;
1N
: \d
713 o
révkt (
=0,
) %4 ©94
80 folgt E2 = E°° .
Nun ist einerseits
©9, o Y, . -
E =H H (X,C )} ° nachn Definition,
2 -Cc ]
Xy und anderseitz
be ) Oq1 q'l Iy Q s
.. . E, = H (% ,F°) wegen dep angegebenen Xonvergenz .
lgt, da o <
‘ ] 0 q1 L] q1 L] .
Also gilt ¥ H (x,c**) = H, (2,7, dan. die Folge
i-gim-§- q q q
1 o 1 1 N
e EG AL Ry ) S Ho(% Ur )4 HO(U,F') = o
o, B o
Y |
4 9 .
LB (V. nv,,F) L8 (v.,r)
~c 'y B
o8
ist exakt, WeZabais




3 e Satz .

Sei wieder A-dimtop X endlich. Der Garbenkomplex F° sei beidseitig

beschrankt. Dann sind die Polgenden sechs Aussag=n Aquivalent.

(i) Ftr alle x € X und alle q ist das induktive System (in der Kate-

gorie A der AuMbduln)
Cx €U = BV U ,F)

im wesentlichen von endlichem Typ.

(ii) FUr alle kompakten K C X und alle q ist das induktive System

(in a) : :
xc % +— BY 2%,F)

im wesentlichen von endlichem Typ .

(iii) Fr alle kompakten X C X wnd alle q ist das induktive System (in

der derivierten Kategorie Db(é) von A )
xe % = RT(U,F)
im wesentlichen von endlichem Typ .

(iv) Fur alle x € X wund alle q ist das projektive System (in der Kate-

gorie A )
x € U HES(%,F')

im wesentlichen von endlichem Typ .

(v) Flir alle kompakten X C X wund alle q ist das projektive System
v {in A) '

KC Zé b~ _Ij_g('lé,F°)
im wesentlichen von endlichem Typ .

(vi) Fur alle kompakten K C X wund alle q ist das projektive System
(in D°(a)) |
xc o HRFC(’M,F‘)

im wesentlichen von endlichem Typ .




4, Bemerkung .

Ist 2. B. ein kompakter Raum X mit der lokalen Elgenschaft (i ) gege- (
ben, so Polgt aus 3. (ii) dass Hq(X F'} wvon endlichem Typ ist .

Beweis des 3¢ Satzes :

Die Schitisse (iii) = (ii) = (i) wnd (vi) = (v) » (iv) sind einfach.
zo Bo (iii) = (ii)

Sei I' ein zu F° quasi-isomorpher Garbenkomplex aus injektiven
A-Modulgarben., ‘ ;

- (4d4) besagt,dass zu 2 mit X< ¢ ein V mit Xove % '
existiert mit der Eigenmschaft, dass die Restriktionsabbildung T( %/ ,I°) - r(v,1*) |
durch einen Kettenkomplex € faktorisiert, der quass.—lsomorph ist zu einem Ket-
tenkomplex OV der in Jjeder Dimension von endlichem Typ ist. Also faktorisiert
H( 2% 7)) = 8%v,F°) durch den Modul 1¥c) 2 uYc) , der von endlichem Typ

|

i

ist in jeder Dimension. Damit ist (111) = (11) bewiesen . i
[

Anschliessend an die obigen Schlisse werden nun folgen (i) = (ii) = (111\

und  (iv) = (v) = (vi} und noch (ii) = (iv) und (v) = (i) . o

(i) = (ii) & Es ist fir alle K zu zeigen, dass zu U mit xc %
ein V existiert mit XQVC %, so.dass im(BY 22 ,p0) gYv,F*)) von :
endlichem Typ ist. Da ¥ 1lokal kompakt, alsc normal ist, ist es gleichwertig,
fir alle X und 24 mit X< 2%  zu zeigen,dass

im(1Y( 2, 70) S w1z, 7))
von endlichem Typ ist .

Fir gentigend kleine q ist HY-,F°) = 0, da F° beschrinkt ist . |
Also ist dafir die Behauptung bewiesen: Nun machen wir vollst¥ndige Induktion i
hach q . FUr g-1 sei die Behauptung Eewiesen. Wegen I. und der Kompaktheit
von K gibt es eine endliche Uberdeckung von X durch offene Mengen K s deren

abgeschlossene Hitllen K kompakt sind und die noch die Eigenschaft haben. dass

r. i
im (BY%.P) S Y xR o f

von endlichem Typ ist . '
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Sei 1n die minimale Anzahl von solchen Ki die zu so einer Uberdeckung
bendtigt werden. Wir werden die Annahme, dass n > 1 ist, auf einen Widerspruch
fhren, indem wir damit so eine Uberdeckung mit nur n-1 Méngeﬁ konstruhieren .
Auf Grund der Normalitht von X kann man ndmlich K1 und K2 der gegebenen
Uberdeckung K, je., X S0 durca K! und Kj besetzenm,dass gilt X} C K,
und Ké,;lﬁ ; und die ﬁ% ; éé H ﬁS gos oy in. wieder K lberdecken. Hat nun die

=] [#] =] [+
Uberdeckung, bestehend aus den (n—?) offenen Mengen (K; U Ké) s K3 Yooy Kn .
die geforderten Eigenschaften, so ist man fertig. Es ist also einzig noch zu

zeigen, dasg
im (@Y U, ) gq(K% UKy ,F"))

von endlichem Typ ist. Dazu wendet man auf das kommutative Diagramm mit exakten

Ak
=
. ; . W

A il
IS FEES T T

Zeilen R o Cee
i 0 —— Fy Uk > Ty ®Fp —>Fg qg, — >0
i C . 172 1 2 1 2
H | . | _
J f}hfhﬁ 0 = Py T3 Py O Fy —=> Fr gy ——> 0
y . S S 2 1 02 .
O, _ .. den Fupktar ;Ec(Xg—) bzw. gg (X,~) an und ernalt die zugendrigen langen Homo-
R logie sequenzeno,Berﬁcksichtigt,man_noch‘dass allgemein gilt
Iy .
- ) - : o oy i ; .
Ly L EGR) 2E )
14
sl
i fur kompakten W, dann ergibt sich das folgende kommutative Diagramm mit exakten
@[ A . E

Zeilen

197 (e, 1y, P ) s 1Yk, UKy, ) Y 5%, r) @ nY(x,,F)

» o EY xR ) Y mi Uy F) s BY(xLE) @ BN F)

a
L Projiziert man die Kategorie A der A-Moduln nun noch auf die Kategorie

! é/A o T der A-Moduln modulo der endlich erzeugten A-Moduln, so-bleiben




exakte Folgen exakt, da der Ring A nach Voraussetzung noethersch ist, Nun

. A _ =Y
faktorisiert der Homomorphismus Y %) I Eq(K;lJKé,F°) sicher durcn 8 | .

PINUE) S RN URr) B g g

e . Dabei ist « ¢ : BY( 2/ ,8°) = B¥(x,,r") ® BY(X,,F') Null in é/é e.T,

, auf Grund der Annammen Ubep die Ki » Also gilt im o < in @ ; debe es ist |
imr< im(y§) . Auf Grund dep Induktionsvoraussetzung ist 4 = 0 . Also gilt
r =0 (immer in gygi eaT.) .

(ii) = (iii) : Es ist zu zeigen, dass das induktive System

Xe U i~ RT(%,r)

: in der Kategorie Db A)/ b im weséntlichen Null ist, flir alle kompakten
| E A B DA €% Te (é) ’ .

b R, b (
Py (a) D(é)/nb(é e,y D WheT)

!

|

|

|

|

KCSX und alie 4 . Nun gelten die folgenden Aquivalenzen von Kategorien g
}

[

[

|

|

Ae.T,
10—

(die erste wegen Dz o (A) & Db(é eT.) , und weil diese Aquivalenz mit den

beiden Inklusionen in Db(g) vertréglich sind § die zweite trivialerveige) .

Wir beweisen darum, dass &~ R T( ,F*) in Db(éfg e.T.) im wesentlichen R
en ‘ o ' ' '

Null ist. Dazu genligt es zu zeigen, dass fup alle Y' € Db(ﬁ/g e.T, ) gilt

1im Hom b
KX pU(a/h e.T.)

Dies folgt falls gilt 1im Ext’

Db(_A/é e.T, )

(Y',RT (% ,F)) =0 .

(Y, RT (%,F")) =0, da Hom = Ext® .

Im Binblick darauf betrachten wir die Spektralsequenzen

qufzz) = ExtP(y ,'ﬁq(‘% F1)) = ExtP*Yy  Rp(z JFP))

und




qu = 1im EPUU ) = 1im BxtP(v 1Y L ,F0)) = 13mZéExtp+q(Y°,R1"(2&,F°)) o.
KC

X< KCU
Lk Da das projektive System HI( 2{,F°) in der XKategorie A/A e.t. im
HLE] .
égf wesentlichen null ist, transformiert ein allgemeiner additiver funktor dieses
41 :
;jé__ System in ein wesentlich null projektives System. Besonders
571 1 A P . L q =]
ﬁfi : lim Ext (¥' , B U F)) =0 ,
g gl o A/A e.T. -
I cu - v
i B
Tar darauss folgt
i lim Bxt? (v', RU( 24,F*)) =0 .
§ [F Kau A/A e.Te !
! §- .
P
f;ij (ii) = (iv) : zu zeigen ist, dass es zu jedem x € X und jedem U 3 x
L ein V mit x € vC 2 gibt flr welches im (EMv,F*) & 5% 22,F')) von
I - =~c
iﬁhg .endlichem Typ ist. Daher kann man sich auf solche 7/ beschrénken, welche in
h?ﬁ einer kompakten Teilmenge X liegen.Das kommutative Diagramm mit exakten Zei-
Fﬁ% len '
ki, . . .
b 0 *——-f; Fgo —> FK —>F y — 0
s 0O s F 5 P . —_—0
!:J"-lﬂ zé ZL ZL'_
Ekg ' induziert das kommutative Diagramn
El‘.‘;ﬁ : i
i:;;‘ - . * : ©
kg 2 (v, ) s () 2 1R F)
F‘ﬂf*i
‘B Lo r‘};
! .
q-1 W ' L q LJ q b -
; E (%“Zé:F)_‘aE(C)(urF) %E(?&vF)
o .

mit exakten Zeilen in A . Die Exaktheit bleibt erhalten beim Ubergang zur Ka-
tegorie é/k.e .+ Zum Beweis von » =0 (immer in é/k o T ) benutz man,dass

(ii) ; und dass vy surjektiv ist. Zum

gilt o B =0, da B =0 ist wegen




letzteren zeigt man,dass & = 0 1ist : das Diagramm

FV FT’I
FK !

ist kommutativ uad kommt von den Inklusionen V C K C W her, wo W eine belie~

bige offene Umgebung von X ist. Also hat man das kommutative Diagramm

B(V,F) — B30,

q .
und noch das kommutative Diagramm

Hq(w F*)

/N

W) e E0)

Hier ist aber der horizontale Homomorphismus gleich Null wegen (ii) , also
folgt & = 0 .

(v) = (1) ¢ Eigentlich muss man beweisen, dass zu jedem x € X und
W 3x ein V mit x € VC %/ existiert, fur welcnes im (HY( 2/ ,p*) ~ Hq(V,F”}
von endlichem Typ ist. Doch genligt es zu zeigen, dass zu so einem ?,é immer ein.

Vv mit V< 2& existiert,so dass
im (@Y 2 F) B uY(T,F))

von endlichem Typ ist. Denn zu einem gegebenen 74 1#sst sich ein %! mit
x€ wU'c U finden (auf Grund der Wormalitit der kompakten Umgebungen von
x) und dazu gilt es ;a},'so ein Vv, mit V& U' , fr welches

im Eq( ?:Z' !F.) - Hq(vsFe))




E
]
b
A
&
T B
gE
H
H

i e

5 R

von endlichem Typ ist. Also ist danm im [HY( 2/,F°)} = HY(v,F*)]
= im [BY U, F) ~ 5H U F) » 5T, F0) - u (v, Pt
von endlichem Typ .

Sei nun ein 2/ 3 x gegeben, flir welches éz schon kompakt ist {sonst
14sst es sich ergetzen durch so eine Umgebung). Dann gibt es ein V mit
xeve¥Tc weden der Normalitdt wvon i « Auch gibt es ein offenes
o U mit W kompakt und dazu ein offenes © > ¥ . Man hat also die folw

gende Situation ‘ 7
xeEveTaoclUcUcyucic &

und erndlt damit das kommutative Diagramm

FYo- 5> F° > Fi
0 —> 5 5 > Fg’ > FV > 0

mit exakten Zeilen. Bs induziert wiederum das kommutative '‘Diagramm mit exakten

Zellen : _
EIW,F") s HH %, F°) ——gmagg”(w- U,v)
Y
| a8 Qrs e o . qtl = e
B(O,F) —s BUT,FY)  ———> 11" (0-7,F")
in A bzw. in AéeoT. .
In A A e ist 8 = 0 wegen (v), also ist o injektiv, Es genligt

darum or= 0 zu verifizieren., Dies folgt, falls v = 0 list. y ist aber die

" - Zagammensetzung

1, 5 . RIS D U
B = Uypt) - 5T UGEt) BT (0-7,F) )

deren zweiter Faktor gleich Null ist-in % e.T. Wegen (v)
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Es bleibt zu beweisen (iv) = (v) .

Sei X T X ein Kompakt und q ein Ganzes. Es geniigt zu zeigen, dass

eine offene Menge K<V existiert, so dass

In(HA(X,F) - HI(V,F))

von endlichem Typ ist, Diese Eigenschaft stimmt fur genligend grosse q
(A-dimtop(X) < + ®) , Wir werden den Beweis durch absteigende Induktion nach q
fUhren. Nemmen wir also an, dass die Eigenschaft fir ein ganzes g + 1  stimmt,
Nach Voraussetzung existiert eine endliche Uberdeckung von X durch offene Mengen

von X , Ui v 121 2£n, so dass

Im(Hg(Ui,F) - HS(V,F))

flr beliebige i von endlichem Typ_isty und es muss gezeigt werden, dass man
n =1 nehmen kann. Nehmen wir also an, dass n > 1 . Zeigen wir, dass man die
Uberdeckung Ui ersetzen kann durch eine Uberdeqkung von n - 1 offenen Mengen,
die dieselben Eigenschaften besitzen. Durch Kompaktheit, gibt es zwei offene Men-

gen U; und Ué + S0 dass

g

o
UT

v
> CI.UQA

I

=

und U; U Ué, U3 tacey Un den Kompakt X Uberdecken. Es genligt also zu zeigen,

dass
(303 U Uy, F) - H(V,F))

von endlichem Typ ist ,

Das kommutative Diagramm von Garben mit exakten Zeilen 1

0 ““")FU; nuy T FU,'E®FUé >y —— 0

| l

O———gFU1nU2-———,~,FU1€BFU2—-__;FU1UU —— ()

1 2




S

S e

P
Az

T

R

”

T

PHEL)

*
e

liefert das kommutative Diagramm vor A-Moduln mit exakten Zeilen

q q q G+1
HC(U% , F) eaHC(Ué, F) e HC(U% uuy, F) —> H, (U; nut,F)

| Y |
q : q q : q+1
HC(U1, r) & HC(UZ, FY — > HC(U11J U, , F) H, (U1 nu, , F)

oel ;
HE(V,F)

Nach Voraussetzung ist der Morphismus o null in A/3 e T, ° Infolge~

dessen faktorisiert der Morphismus £ in dieser Kategorie durch § . Der Mor-

phismus By faktorisiert also in dieser Kategorie durch 1] . Auf Grund der

Induktionsvorraussetzung ist in dieser Kategorie der Morphismus 1 null. Der
Morphismus By ist also null,

WeZoeDoWe

e et e ey T g e e e e e oy
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XONSTRUIERBARE GARBEN
vorn H. ACUNA

Sei X ein lokalkompakter, Y ein beliebiger topologischer Raum,
A eln links-noetherscher Ring .

17 « Definition .

. Ein Komplex F' € D (Y ) heisst berechenbar (calculable) falls fur

: 3 des y € Y und jedes q € Z das induktive System

U ——s 5% U ) (% > y)

wegentlich konstant ist .

2 « Definition .

Der Raum X sei von endlicher topologischer A-Dimension. Ein Komplex

F' € D(XA) heisst Koberechnenbar, falls ffir jedes x € X und jedes q € %

das projektive System

U2 (U ) (U3

wesentlich konstant ist .

Der Raum Y sei von endlicher kohomologischer A-Dimension, der Kom-

- b . ) s .
plex F €D (YA) sei berechenbar. Dann ist das Ind-Ob;ekt

PR U > RE(Y,F) 0 (U3 x) —

wesentlich konstant und isomorph zu F; .




. Beveis

Die Behauptung ist #quivalent mit der folgenden Aussage : Der kano-

nische Morphismus

11m HomD(A Mo, )& JRH(L ,F°)) - HomD(A._Mod,,)(Lq’F;)

set ein Isomorphismus fur jedes L° € D(A-Mod.) .

Zum Beweis betrachten wir die Spektralfolgen

gD = mxe (LU, F)) 2 Exe?T(LT RE(UY, PT))

“Eg’q = BExtP (L (X qFA")X) = ExtPT (1" )

Auf Grund der Voraussetzung der Berechenbarkeit ist das induktive System

U U ) (U3 )

wesentlich konstant. Daher sind die Funktoren 1lim wund Extp(L ?) .vertausch--

% 3x

bar, und man erh¥lt die Beziehung

1im ExtP (17,5 (,F)) = ExtP(1, 1im B U,F))
USx% U 2%

}:.xtP(L (%’qF )

i

]

Also sind Lam ExtPY YL, RH( W L,FT))  und Extp+q(L°,F;) isomorph, flir p+q=0
Ux - .

erhidlt man den gewlinschten fsomorphismus°

Satz »

Sei X ein parakompakter Raum, F eine berechenbare Garbe. Dann igt

das in@uktive System

W —> YU F)

wobei 74, eine Uberdeckung von X ist, wesentlich konstant.
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Zum Beweis, der auf J.E. Roos zurlick gehtbenutzen wir die folgenden

Lemmata. (" "

Lemma 1 .

Ist I eine berechenbare Garbe, I eine Indexmenge, und Fi = F
fUr alle i1 € 1, so gilt

rRY 1 F, =0 fir q#0 o
€1 '

Beweis .

—— e o

Sei J eine injektive Auflbsung von F . Die Halme der Garbe rRipgr

iel
. im Punkte x ergeben sich folgendermassen
i :
RIAF) = (Jg Un3)), = unwX(%,00) = 1m0 YU, ) =
* i€I U Udx
0 fulr q# 0
- = N 1im (u3(Y,F)) = | —
% 3x OIF fir g=0 (

ier ¥

‘Dabei gilt die vorletzte Gleichhelt nach Voraussetzung, die letzte, weil der

Komplex der Halme fUr q # O exakt ist.

Lemma 2 .
=0 _—
Sei (Mu)aeA ein _induktives System von Moduln. Ist der Kanonische
Morphismus
im 1 (M) —> 10 lim M
. o
wen I ¢ I w€A
st fUr jede Iundexmenge I ein Isomorphnismug, so ist das System (gy) wesent.-

EA

lich konstant -

Bewelis .

Wir haben eine exakte Folge induktiver Systeme




e

£
O=Kerf -M & 1limM - XoKer £ =0 .
o -3 e} o

oCA

Fir Moduln ist [I ein exakter Funktor, somit ist die Folge
I

e
0-MKer £ » 1M =% T1imM ~ I KoKer £ = 0
A R T B i o

a
°

exakt. Hieraus, zusammen mit der Annahme, ergibt sich
(1) 1im ? Ker £ =0 wund (2)  1im % Koker £ =0 .
o o L
Zu zeigen ist, dass Ker f& und KoKer ﬁy wesentlich null sind.
Fur ein gegebenes ¢ sei Xer £ von einer Familie (xj)jEJ erzeugt.
Nach (1) folgt flir I = J : es existiert ein f > o , sodass (xj)jGJ durch

den Ubergangsmorphismus

I Ker-£ —> Il Xer £,
3 o J B
auf das Nullelement abgébildet wird. Also ist

Im{Ker £, —> Ker fB)

gleich null .
Der Beweis flir den KoKern verlauft analog .’
Bewelis des Satzes 3

o e o o i e AR i B S A e et G
a

Kohomologie mit der "Ublichen" Kohomologie Uiberein 3

Hi(x,7) = 1(x,F)

v
Der Raum X 1ist parakompakt, daher stimmt die Cech'sche

13

fir jedes g . Dabel gilt nach Definition :
v -
BN x,F) = 1im BY( U,F)
' o 178
wobei HI( U} ,F) definiert ist als g-tes Konomologie-Objekt des Xomplexes

AR F N U U E 1 (U nun) § .
p i,j isjfk .

wenn U = ( Zgj)iEI die gegebene Uberdeckung-ist. Als induktives System be-

trachtet man dann das System der eigentlichen Uberdeckungen, mit #yerfeinerung”

als Ordnungsrelatioh,




Flir eine beliebige Indexmenge J gilt die Gleichheit

T @r)(%,)=nn P UL | (=
J I

I -J

Daraus folgt nach der Definition von EY( 27 ,F), dass der kanonische Mor-

phismus
U v¥Ve,nr)— 14 W,r.)
g 4 J J

ein Isomorphismus ist. Wir betrachten das kommutative Diagramme

B2 P 2 e W ,r)
J 9 J J
Y x,0r) — Y 5 0 aY(x,r.)
J J J

wohin dle senkrechten Pfeile den Ubergang von der Cecn'schen zur "gewBhnlichen"
Konomologle bedeuten. Die Abblldung u. 1§t e;n.Isomorphlsmus, und wir behaup-

ten dass v ebenfalls ein Isomorphismus'ist - Fir q =0 sind (

(X0 F.) und 1 HO(X,F.)
g 9 J
kanonisch isomorph. Daher konvergieren die Spektralfolgen

(1) ‘Eg’q = BP(x, H(q)F.) = RPY (5%x,n r.))
b 3 d

(p)Hq(X F. ) = RETYT 1°(x,F. ))

i}

P;q
(2)

gegen isomorphe Objekte.

Die Spektralfolge (1) ist degeneriert, weil die berechnenbare Garbe F
N-azyklisch ist {Lemma 1). Also gilt °Eg’q ‘6% . Die Spektralfolge (2)

ist ebenfalls degeneriert, weil der Funktor I exakt flr Moduln ist. Also

giit E”Eg’q = "Ez’q . Hieraus folgt (Godement [2], Satz I, 4.4.1.) dass die

Terme 'Eg’ und "E;’P isomorph sind. Dies war unsere Benavptung. Gehen wir

jetzt zum Limes Uber, so bekommen wir die Gleichheit




ol o B H HE
T i A

T e e

T

ey

T
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7

Ty

R L

o f- e e

T,
¥

J
Ux,P.) = 0 1im HY UL,F.) .
i3 j

v
Lim B3 20 .0 F.) = v4(x, 0 F.) = BYX, 0 F;) =
v
H =

(/

Dies zusammen mit dem Isomorphismus U liefert uns einen kanonischen Isomor-

=1 8%, F.) =1
J g

phismus
1m B BN U L,F) 30 Lim HY U, F)
w J J W
(wir haben Fi=F firalle j gesetzt) .
Nach dem Lemma 2 folgt dann, dass das System

Vo s v W0, )

wesentlich konstant ist .

Satz .

Der Raum X sei von endlicher topologischer A-Dimensicn, der Komplex

B & D(Xa) sel Koberechenbar. Besitzt der Punkt x € X eine abzdhlbare Um-

gebungshasis, so ist der Kanonische Mdrphismus

{

q o ; q. s
Lo (X,F*) ezz%fcl HA(UF)

ein Tsomorphismus .

Beweis .

Wir flhren erst den Beweis fiir eine Garbe F durch. Es ist klar, dass

der Morphismus
40 (X,F) — lim Hz( % ,F)

{x} ’ng

ein Isomorphismus ist.
Zum Beweis fir q # 0 behaupten wir dass eine konvergente Spektral-

folge Psq (p).g
,EQ’ = Lim B U LF)
USx <

existiert. Hier zu ist nachzu?rﬁfen, dass flr eine injektive Garbe F gilt :

1in(P) H(%,F) =0 far p#0 .
U Sx

c
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Der Raum X ist lokalkompakt, daher gibt es zu jedem Punkt x eine Um-
gebung ; die in einer Xompakten Menge K enthalten ist, und eine exakte ({

Folge durch ¢/ indizierter projektiver Systeme .
(1) 0 - Hg( 2 F) » 5%, F) = B%(%- U,F) = 0

Die zugenbrige lange exakte Folge derivierter Funktoren ist

(2) 0= 1in Hg( U sF) = 1im BO(X,F) - 1im BO(K- U,F) - 1;'5m(1)H2( WL F) - ...
w U 174 U

Nach Vortrag 6 ist lgm(P)Ho(K,F) gleich null flir p 2 1 . Ausserdem

naben wir einen Isomorphismus

(3) A HO(IK—{X},F) =5 1im B%(x- 2,7)

wie leicht zu zeigen ist.
Die Garbe F ist igjektiv, algé ist die Abbildung
KOk, ) — 5(k-{x},F)
epimorph. Somit folgfhéﬁs'(Q) 3

13m( V) HO( U, F) =0 .
U ox

Das projektive System
U HZ( U F)
ist wesentlich abz#nlbar, dann gilt nach einem Ergebniss vor I.E. Roos [1]
liﬁl(P)Hz( W) =0 Ffir p=2
3% S
Somit existiert die Spektralfolge

b9 = ul,agi:(p)( U, F) = EEE ()

Fiir p # 0,17 sind alle Glieder gleich null, darum sind Eg’q und Ei’q gleich,

und die Folge :




0 - lim' HP-1( UL, F) - (X,F) » 1im H ( U F) =
USx © { } ’Zéax
ist exakt.
Das System

U r— B (U,F) (U3 x)
ist wesentlich konstant, und somit 1im - azyklich, also ist

11m1HP T(w, F)
?égi

wodurch wir den gewlinschten Isomorphnismus erhalten.

Wir betrachten nun wieder den XKomplex F° € D(XA} . Das projektive System

U r-—-«aH‘{lX](u,F)

ist konstant und iscmorph zu H{ }(X ,F}  (vgl. exposé 1, prop. 4.7. ) » Das

projektive System
(X kompakte Umgebung von x)

X — H? }(K,F)
(¥ ist lokalcompakt).

ist ebenfalls konstant und auch isomorph zu H{ }(X Y
Also ist
- q
1im HY | (x,F) = BT (%,F) .
Gy x}T {x}

Die exakte Folge
voo = BT, & w9 Nk {x},F) - HEI ](K F) = BN, F) ~ ...

vnd die endliche topologische A-Dimension von X ergeben

q-1
13N x-{x}, F) He }(K ,F)

fUur q genlgend gross, also

o 1im B M x-{x JF) o
(4) {ﬂ&F) %xH (x-{x},F)

Weil x € X eine abzAhlbare Umgebungsbasis besitzt,ist K—{x} parakompakt,

und somit flr q genlgend gross
-1
11 (x-{x},F) = 0,
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denn dann bildet das System aller abgeschlossenen Mengen eine parakompaktifi- o

zierende Familie. Hieraus folgt zusammen mit (4) dass H? }(X;F) von endlicn(m_;}

Kohomologischer Dimension ist. Wegen der endlichen topologischen A-Dimension

von X gibt es zu jede Garbe F eine gleichmissig beschrinkte Auflésung

L'F , die H{ } )-—azykllscn und c-weich ist., Wir bezeichnen mit H die
Kohomologle Min Rlchtung der Aufldsung” und mit H die Konomologie des -
Doppelkomplexes F{ }(X L°F ) "in Richtung F° ", Nacn dem, was oben, flur

eine Garbe F , bewiesen wurde ist der kanonische Morphismus
(5) Hy F(X}(X,F) ——9%1%: H T (U,F°)

ein Isomorphismus. Der Funktor lim ist azyklisch und somit mit der XKohomolo-
gie vertauschbar. Wenn wir also HII. auf’(S) anvenden, bekommen wir einen
Isomorphismus, der die E2—Terme zweler Spéktralfolgen verbindet und somit
nach dem Approximationssatz (vgl. Godement [2], satz T, 4.3.1) einen Isomor-
phismus der Kohomologie der Doppeltkomplexe liefert, Daraus folgt unsere Be-

hauwptung.

6 « Batz .

Sei F° € Db(XA) ein Koberechenbarer Komplex, und sei x € ¥ ein

—

Punkt mit einer abzdhlbaren Umgebungsbasis. Dann ist das Pro-Objekt

25!-—-——->RHC(Z£__,_'F‘°) (% 3 x)

wesentlich konstant und isomorph zu R H, ,(X,F') .

{x}

- --Beweis .

—

Es ist zu zeigen dass ftr jedes L' € p{A-Mod) gilt :

zél:aLm HomD(A_M d)(R H (24 F*),L°) = HomD(A_Méd)(R H{X}(X,F'),L“f)o

Die Spektralfolgen S

'Eg’q = EXtP(gg (Zé sFo)sLo) = Eti+q(R HC( U 9F°)7L°)

(Xspo)ﬁLo)

gh1 Y w mxetP(HY (x,F°),1°) » ExtP* YR 1

2 “{x} | {x}
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liefern dann auf Grund der Koberechenbarkeit, und mit Hilfe von Satz 5 den

gewlnschten Isomorphismus .

7 . Definition o

Der Xomplex F° € D(X } heisst punktweise kohomologisch von endlichem

Typ, falls fUr jedes x € X und jedes q € Z die Moduln g? }(X,F°) und
X

i (J6 qF“)x 'von endlichem Typ sind.

?'%f( 8 . Definition .

Der Xomplex F° € Db(XA) heisst Kohomolegisch konstruierbar, falls

berechenbar, koberechenbar und kohomologisch von endlichem Typ ist (v91°

Al
S 73

) y
L, Tent
= -ﬂﬁi Vortrag 1) und falls der Morphismus
= o '
3 ' (%,F*) —> 1im BI( %,F°)
;Sg _ {} USx ¢
th" fir jedes x € X ein Isomorphismus ist.
o
&% 9 . Satz .
e ‘ ’ o
Lma Der Raum ¥ sei von endllcher topologlscher A~ Dlmen51on, Fosed
Ei? ein Komplex aus D (X )} . - -
t
Bk Fiir die folgenden Bigenschaften
gg (i) P ist kohomologisch konstruierbar - ) - -
(ii) P° ist punktweise kohomologisch von endlichem Typ und koberechenbar
(iii) F° ist punktweise kohomologisch von endlichem Typ und berechenbar ;
gilt damm ¢

1) (i) = (ii) , (i) = (iii)
2) Begsitzt jeder Punkt in X eine abzihlbare Umgebungsbasis, so gilt
(ii) = (i) .

3) Ist die Voraussetzung voh 2) erfiilit, und ist A ein artinscher Ring,

o
b

30 gilt : (iii) = (i),
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Zu T),Esggnﬁgt zu zeigen, dass der Xomplex F¥° |, falls er kohomologisch”‘

konstruierbar ist;‘auch punktweise kohomologisch von endlichem Typ ist.

Der Komplex F° ist kohomologisch von endlichem Typ, also ist das
hem projektive System
U — 53U )
wesentlich von endlichem Typ. Ausserdem gilt die Isomorphie
Lim 81( % ,F) > 8]  (X,F) .
U3Sx " {x)
o Somit ist der Modul HY (X,F°} fur jedes x € X und jedes q € Z von end-

ey

lichem Typ

Es igt noch zu zeigen, dass fUr jedes q € Z und jedes x € X der
Modur (J5Y F’)X von endlichem Typ ist.

Weil  F° konhomologisch von endlichem Typ ist, ist dass induktive ( o

System

U = 5 %, F)

wesentlich vom endlichem Typ. Also ist der Limes

Lim B3 2 ,F°) 2 (HV R,

ox

von endlichem Typ.

Zu 2), Das projektive System

ar i .
; (1) U w3 F)
ist wesentlich konstant, und auf Grund der Voraussetzung, dass F° punktweise
kohomologisch von endlichem Typ ist, ist der projektive Limes von endlichem
Typ, also das System (1) wesentlich von endlicnem Typ, und somit ist F° Xoho-
: mologisch von endlichem Typ.
Wir zeigen, dass der Komplex F° berechenbar ist, das heisst, dass
.ngy das induktive System

U — s U, ) (U3 x)
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wesentlich konstant ist. Weil F° kohomologisch von endlichem Typ ist, gibt

es ein zu HY( P ,F') als Tnd- -Objekt isomorpher System M (vgl. Vortrag 6),da

von endlichem Typ ist. Von diesem System zeigen wir, dass es wesentlich kons-
tant ist. Dazu betrachten wir die exakte Folge

P
O~ Ker £ - M ~* 1im M - KoKer £ = 0
o [+ 5; o a3

von der wir wisgen, dass %y und  lim %y von ehdlicnem Typ sind. Also gind
o

auch die Systeme Ker %y und KoKer £, endlich erzeugt. Da ihre Limites
null sind, sind beide Systeme wesentlich null, und somit ist das System ﬁw

wesentlich konstant.

Aus Satz 5 folgt, dass der kanonische Morphismus

2 (%,F°) —> 11qu(?,4F)
{X} U >x

ein Tsomorphismus ist, und somit ist 2) vollstdndig bewiesen.

Zu 3) . Es ist nur zu zeigen dass F° koberechenbar ist denn damm
folgt nach 2) die Behauptung. Genauso wie in vorigen Fall aus "“koberechenbar!
und der Eigenschaft : "punktweise kohomologisch von endlichem Typ" die Eigen-
schaft ¢ "kohomologisch von endlichem Typ" folgte, folgt in diesem Fall aus
"berechenbar' und : "punktweise konom010glscn von endlichem Typ'" ebenfalls

"kohomologisch von endlichem Typ" . Also ist das projektive System

U= % ) (25 x)

wesentlich von endlichem Typ, und wir ktnnen ein projektives System endlich

erzeugter A-Moduln {ﬂy]aEA zu Hilfe nehmen, das als Pro-0Objekt isomorph zu
Eg( U F°) ist. Jedes ﬂy ist artinsch, also besitzt in %y das System von
Untermoduln (Im fBKY)B>U , wobei (fBW)B>a die Ubergangsmorphismen sind,

einen minimalen Untermodul (Im fea) « Dann gind fir alle B > ¢ die Unter-

moduln Im fﬂa und Im fea gleich. Das heisst, dass die Mittag-Leffler

Bedingung erftillt ist. Daher ist der Funktor lim exakt und somit ist die
' o

Folge
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1imf .
O~ lim¥er £ = 1im ¥ =5 ¥ 1im M = lim Xoker £ - O
= o [ - o & o B :
o o & o (.

auch exakt, Daraus folgt, dass lim Xer ﬁy und  1im KoKer%y gleich null
o o

sind. Wegen der Mittag-Leffler Bedingung ist das System Xer f& (bzw. XoKer ﬁy)
wesentlich surjektiv. Sei N& ein zu Ker %x (KoXer ﬁy) als Pro-Objekt

aquivalentes surjektives System mit abzinlbaren Indexmenge. Weil die univer-
sellen Morphismen
limN - N '
=" Ty o :
Q’ |
i
surjektiv sind, die N, abzanlbar sind, (jeder Punkt in X besitzt eine
abzihlbare Umgebungsbasis), und 1im E& = 0 ist, ist das System der (%y) ;
o i
ein Null-System. Also ist Ker ﬁy (KoXer ﬁy) wesentlich mall, Somit ist das

System
U %) (U3 %)

wesentlich konstant, und der Komplex F° Xkoberechenbar.
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THEOREME DU NOYAU

La présente rédaction n'a pas fait 1'objet d'un exposé oral. Son but
est de présenter au lecteur une classe de faisceaux tellement agréables que le {

. rédacteur n'a 'emp&cher de les eler fai et de démontrer pour ces '
Pu stempécher de 1 appeler parfaits, e dém er p !

!

faisceaux, de facgon simple, des théorémes énoncés etprouvés dans des cas particum

Al L

liers lors des exposés oraux .

el

A désigne un annecau avec élément unité . Les complexes sont désignés

par des symboles du type F° , M etc.. le point a parfois disparu de la notation.
0 . Convention . o ' ?

Soit £ : X~ Y une application continue d'espaces topologiques loca- ‘
lement compacts vérifiant la condition A(4) (confer exposé 4) . On désigne
par Qf une résolution finie du faisceau constant A y par des A-bi-Modules,
f-mous & gauche et A-plats & droite. Le complexe (. est appelé une résolu-

f
tion f-fondamentale de A ., Lorsque Y est un point, on écrit QX au lieu

de Qf +» Ce complexe joue le méme r&le dans l'étude de X y que la résolution

de De Rham dans 1!'é&tude cohomologique d'une variété différentielle (confer :
exposé 5) . _ E

1 . Morphisme graphe : préliminaires .

Dans tout ce paragraphe, on conservera les notations et hypothéses sui-~
vartes ¢

Dans le diagramme commutatif




4
\QA
Y
T
P e////;/

P est un point et X,Y,Z des espaces localement compacts ; toutes les appli-

2 é/f///
7 ¥
TN

o cations sont continues et vérifientla condition A(A) . On suppose que le
L graphe v =(§) 12~ X XY est propre . Enfin ¢ désigne une famille de sup-
ports de Y telle que pour tout compact X de X 1l existe un fermé § de

E’sff-' ¢ tel que l'on ait f"1(K) c g-1(8) . Une telle famille { est dite adaptée
2 (n0) .

On se propose de définir wn morphisme bifonctoriel

gr; : RHom(f*F,g!G) — RHom(RI‘C(X,F),RI"iy(Y,G)) .

i TeTe Remarquons que l'on peut toujours cholsir les résolutions fondamentales .
[#] 0y €t Qg telles qu'il existe un morphisme de résolution m 3 f*QX - Qg . (7
" ! En effet, soient ey ¢ A- QX et eg : A Qg deux résolutions fondamentales

alp

quelconques. Le diagramme

Ll T

g ® idA
A=am4 —3 s ma
A A

g
id® £ GX \[ 1ng®f GX

3 *
A® f*QX eg@‘idf*ﬂx Qg@f QX

est commutatif et ses fléches sont des quasi-isomorphismes car Qg est A-plat

a droite, En particulier

R £%
€ _feX

._—._._...; ’
A S Q@f*QX ‘
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est une résolution finie de A . Comme les faisceaux du complexe Qg g f*QX
sont A-plats & droite (car tel est £¥% QX) et g-mous & gauche (exposé 4,
lemme 3.1.) , Qg ®@ f* QX est une résolution g-fondamentale de A . On a donc
construit une résolution g-fondamentale de A et un morphisme de résolutions,

3 : : % s O¥ - * .
& savoir eg@:.df QX £ QX Qg@f‘ QX

o2 Conformément 4 1.1. on suppose donné dans ce paragraphe un morphisme
de résolutions m : f£# QX - Qg— . BEn utilisant ce morphisme on va définir, pour

tout ouvert U de X et tout complexe G de K( AY) uwn morphisme
6 (v) : Hom (gl((ﬂg)f_1U),G) —> Hom (TC(U,QX),%(Y,G))

compatible avec le passage aux ouverts plus petits.

1e2+1. Soient donc U wun ouvert de X érf un faisceau de A-bi-Modules sur

X, . ? un faisceau de A~bi-Modules sur % .

IL'extension par 0O en dehors de U est un morphisme de A= bimodules
r {(u, .97{) - (X, ‘97 ) . Le foncteur f£¥ : Z = X  induit un morphisme de
c U ATA AA
bimodules (X, & ) = Hom(A, F ) P R von(exa, ex ) = D(Z,0% F) .
Désignons par u le composé des inclusions canoniques
Fﬁ(Y,g! g) - F(Y,g! y) - F(Y,g*g) =r(z, 9) ; une section s de TI'(Z, gf)
provient de I‘(Yf,gr g) 2i et seulement si son support T est propre sur Y
('confer exposé 3) ¢ mais alors si st désigne la sectidn de g, ﬁ dont

i'image est s , et si %' est son support, on a l'égalité L' = ¢(Z) . Au-

trement dit, un é&lément s de {z, 3]) est dans l'image de u si et seule-

ment gi

(i) 1le support de % est propre sur Y

(ii) ¢(E) est wn &lément de ¥ .




Avec ces notations, il existe un unique morphisme de A~ bimodules oy e
fonctoriel en ‘§?' qui rende commutatif le diagramme en traits pleins ci-

dessous
PV, F) s T(x, &)

o3

g par f¥

e o ——

Ty (s, o 7)) — s r(z,6x g7 )

En effet, si s est une section de F  a support compact X< U, son

image par f£¥ dans F(Z,f*‘E?U) a pour support f—q(K) + Puisque

(g) 12— XXY est propre, la restriction de g a fnT(K) est propre ;

de plus il existe un &lément S de t  tel que EHT(K) soit contenu dans
g_1(S) : cela implique que gfh1(K) est un fermé contenu dans S , donc

un élément de £ . L'image de s par f£* appartient donc i 1'image de 1u ,

1.2.2. Désignons par @U le morphisme de complexes de A-bi-Modules (

gm
) (£x1,) £ g @)
g, £%(Q, ). = g — g, .
e G A P gl 1

Alors em(U) est le morphisme composé

Homo (g! (Qg)f—1 ,G" ) : —> Hom° (ng*(QX)U’G)

u Hom'(@U,G)

N
Hon” (T, (4,9, £4(0,) )T, (4,0))

Hom" (“U’Fq; (v,q)}

Hom°(Tc(U}QX),T¢(YsG))
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1.3, Revenant & 1a définition. explicite des foncteurs "en haut! (confer

exposé 4) , on peut interpréter le résultat du paragraphe 1.2, en disant que

les Gm(U) définissent un mdrphisme de complexes de faisceaux de AE

! 1

0 : £495, @ —> m.Q I‘ly(Y,G) .
g X

En fait, Gm induit un morphisme (g € CZﬁﬁTAY))

i I
6 : Rf, g'C —> g Rl"w (v,c)

indépendant de m par passage aux catégories dérivées ,

10301-: Définition de 9 L]

Désignons, suivant 1'usage, par Q le foncteur canonique de source
une catégorie de complexes modulo homotopie et de but la catégorie dérivée
associde. Il résulte_du’éhapitre 4 que pour toute application&ééﬁtinue
P E - 2[ qui vérifie la condition A(A) (£ et 3{ localement compacts)

et tout complexe ¢-fondamental s 11 existe un isomorphisme fonctoriel
: Q ' gQ de foncteurs de I+(. ) dans D+( ) .81 i:q-0
Qg ¢ I(, 3{ 2E) . H

est un morphisme de résolutions, le diagramme

!
QP 7 \

Q1 9 Q
Q£%§ ///,§;T/a
1 1

ol 1 : ¢5’ -~ %é est l'application induite.par i est -commutatif . Désignons
par At Qfy »RE,Q et p i Q Fw“é R F¢ Q les morphismes fonctoriels qui

entrent dans la définition des foncteurs dérivés Rf, et RI@ (confer [H]).




(1)

t
Qe
QX

on

Désignons par U D+(A)g - Ef(A)g un foncteur pseudo-inverse de

0 (confer [H]) , par e : id » UQ 1e morphisme fonctoriel canonique de (
source comp+(A)g et enfin par T : QU - id 1'isomorphisme fonctoriel qui

provient du fait que U est quasi-inverse de Q . Il vient un diagramme

en traits pleins

z
| Mgy 6) ; R £,(ay (@) |
Qfeg, G g R£, Q4 G g , Rf, g (QG)
g (s g. "y y
i
Qe (@) + 8(Qe)
4
n , v
QﬂQX¢G ﬂXRfﬁQG
!
e(F‘yG)l ’[ 1y (G)
! ja § %" 1
Q. UQr, G ————> n,QUQL G > 1. QL G
o g tae) F Y o)) Y

X .
[

o G est un objet de If(AY) . Il existe alors un unique morphisme foncto-
1 t .
riel 0 : Rf,g - ﬂi RI@ tel que le diagramme complet soit commutatif. En

! ! '
effet A(g. G) est un isomorphisme puisque g, G est un complexe de fais-
QQ Qg

‘ - 1 ! .
ceaux injectifz en chaque degré., Il existe donc un unique 8 :Rf,g Q- an]& Q

qui rend le diagramme complet commutatif. Pour conclure, il faut faire appel

au fait que 1+(AY) et D+(A¥) sont des catégories équivalentes : ainsi

8 =00 etce O estunique .

1.3.2. B8 est indépendant de m . Donhons nous, dans un premier temps des

morphismes
1 O — 0!
v X QX

v o ) — 0
g g




de résolutions_fondamentales et supposons que 1'on ait un diagramme - commiy-

tatif
* m .
£ QX —_— K?g
%
: fu v
] ) T
Oy ——
de résolutions. Ce diagramme induit un diagramme commutatif
G
- -x- 3
¢ QX g
| —
B v
£ ! e
g
* '
Qr V
g X
ol Vv et U sont les morphismes fonctoriels induits par u et v .
Le fait que em et Gm, induisent le m8me morphisme 6 vient de ce que,
compte tenu des propriétés des morphismes A (confer 1.3.1.), le diagramme
) suivant est commutatif
Q 3 ‘:;' - .>o
1
ot 3(a) R£,0%(a)
. * -
J QU ) J,
. &Lﬁ_, .
0\
) »
Qu(u @ (e) \
il . — *




ey

o - —
T " N

£ TS
PRUN S

e

¥ L BrEK Y
=

Rl

BT IAT T

ey

AL VS

T e e MBS AT

ol les diagrammes //ﬁ

| |

sont respectivement le diagramme (1) et le diagramme (1) oft 1'on remplace
Qg par Qg, et QX par QX‘ .
Donnons nous maintenant deux morphismes de résolutions
* m
£, ———> 0
X g

* mt
£ Ql —= O¢
X g

On se raméne au cas précédent gréce au diagramme commutatif

£ a Q
X - m —> g
*
] N 1
£ (1®6X) , 1®eg
L4
f*(Q QL) =£ 0.8 Q) < IR,
X7 X X mem! - g T g
- .
£ (€X®‘l) ey ®1
* . .
£ o m o -,

X g

et grice au fait que les morphismes

-GX*% s% .
A e QX'% Qi o

e ® ¢t
A ___——H'Qg@Qé
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sont des quasi isomorphismes qui font de QX < Qk et Qg 2 Qé _des résolu-

tions fondamentales (confer exposé 4, lemme 3.19) .

!
1.4, Définition de gz:»"z,rf .

|
Nommons gr% le morphisme composé .

2 * !
RHom® (£ Fyg'G)

!
> RHom(F)R £,g G)

l RHom(F,8{&))

®

F'€ 0b D(,X) G'€ Ob D+(AY)

1
RHom(RFC(X,F'),RIEr(Y,G‘)) < RHom(F',Tr}'{RI:y(Y,G'))

ot (@) est 1'isomorphisme provenant de l'adjonction de £%* a £ (confer
exposé 4bis) et (@) la dualité de Poincaré (exposé 4) puisque My, n'est

autre que FC(X, ) (confer exposé 3) .

te4.1s  Au niveau des complexes, gr% s'explicite comme suit : on se donne
“un morphisme m 3 £% QX - Qg (confer 1.1.) , un complexe F°  de faisceaux

- sur X .de A-Modules & gauche, et un complexe G° dams I+(AY) . Alors.

grg est induit par le morphisme de complexes suivant

_ ) , ad jonction |
Hom' (£¥F°, g, ") e > Hom' (F, £, ¢} G")
g de £* & £, g
Hom® (F ,em)
' définition '
Hom” (I, (X,Q, ®F )L (16" ))< ! Hom® (F" ymy o o (¥,6))
, de ﬂQ X

X
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1.4.,2. Remarque .

Le paragraphe 1.3. a été entiérement consacré a démontrer qu'un
morphisme explicitement donuné sur les complexes permettait de définir un
morphisme dans les catégories dérivées. Dans la suite on se dispensera de

réécrire des arguments analogues lorsqu'ils se présenteront .

1.4.3. Notons BU le composé de ¢ avec lfinclusion canonique I‘:’; =T

u

{confer 1.2.1.) , et considérons le morphisme composé 5m

Px

L, (X,QX R F) > F(Y,g—!f*(QX@F))

par m
Ty 9, (@ ) = T(¥,,(2 B E5F)) e T(Y,q,(£% Oy ® £XF))

I1 lui correspond, 'grace a l'adjonction de Tr§ a Tyy VR morphismr
. * o * » . . -

Pp ¢ T I"C (X,QX@F ) - g!(Qg R FXP°) Comme QX ® F  est une résolution
c-molle de F et que Qg ® £%F est une résolution g-molle de f£*F, il

résulte de 1.4.2. que o permet de définir. un morphisme p , indépendant

de m au niveaw des catégories dérivées :

p :n@}R%‘C(X,F‘) —> R g, £*F .

1.4.4., Proposition .

Le diagramme (F € ObD(AX) s G'€ Ob D+(AY))
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, L
RHom* { £¥F, g ' &) fommeare | giom' (R g, £%F°,6")

l R Hom'{p,G")

RHom" (T@ch (x,F*),a")

lif:
9y, adjonction de ¥
a Ty
N
RHom" (R I (%,F),R 1:,; (v,a)) —> RHom{R T, (X, F),r1(Y,6"))

canonique

est commutatif .

Qégogstration : réinterprétons le diagramme ci-dessus en termes de complexes,
Compte tenu de la définition de grg donnée en 1.4,1. il faut démontrer la
commutativité du diagramme suivant en trait plein,ol e; désigne le composé

de em' et du morphisme canonique

ey (0 = g r0e)
induit par 1'inclusion de I@ dans I'
' . : -adjonction de f£% 3 £, '
Hom' (£%F", ) G°) > Hom'(F,£,0, G°)
g g
| ’ [ ] .0 !
8 (£¥F,G") Hom" (F ,em)
. ey .y ParT(Y,?) . ofoe 1 .
Hom (g,(Qg@f*F ety U > Hom (P(Y,g,(ﬂg@f*F'),P(Y,G')) Hom® (F' My o r(y,e")
* * ’
\.\ . o o X
~
Y
O | @ Hom' (o T (Y,6')) > < 18t (F T (v e)
_ - .
N \&

Hom™ (¥ T (X,0, 9F"),6") - Hom® (I*c(x,rzx«.a F*),I(v,d")

, . " -
adjonction de T a Moy r(y,?)
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ol & a été défini dans l‘eﬁcposé 4 ., Les propriétés des foncteurs adjoints -

font que le carré du bas & gauche, noté @ , est commutatif. On peut dong

remplacer les cbtés pleins par les cBtés pointillés. Il est clair qu'il suf._
P£it de faire la démonstration dans le cas ot F° est un falsceau. Comme les

deux Ffoncteurs ou G est fixe

F #=—> Hom" (f*F,g;2 e')
g
_F — _Hom' (FC (X,QX R F )!F(YIG))

transforment limites inductives en limites projectives, il suffit de faire
la démonstration dans le cas ou F = AU ; U ouvert de X .

D'une manisdre générale soit ¥ un espace topologique, \q@ un fais-

ceau sur % . Notons vy = vy(U, G ) 1'isomorphisme canonique
: AU -+ é@d associe la section

Hom(AU, F) ﬁ(U) qui a un morphisme m

X m(‘lx) o 1 est la valeur en x € U de la section unité de Ay -

si f:x—»y

est une application continue, alors on convient de choisir

1'isomorphisme d'adjonction de f£¥ & £, de telle facon que le diagramm¢
_— X = ~

ol g est un faisceau sur } et U un ouvert de %

_ adjonction
Hom(Af“,!U , g ) = Hom(f*AU, g) > Hom(AU,f*y)

¥y Y

g (£ vy = > £ (V)

s0it commutatif .

I
£.  de telle fagon (confer

Avec les mémes notations, on a défini Q

exposé 4, 1.0.) que le diagramme ol V est un ouvert de %




- ire

1fer

Hom(AVf y) V' ?) Hom(f @, 9 AL, (,9)

A

f' c;/(v)
SOlt commutatif .

Il résulte des remarques précédentes que notre probléme consiste 3

montrer que le diagramme

'I‘(f"qU,gé @) —=_ I‘(U,f*g("z G*)

g . g
= 91;1(U)
1
Hom(g, (@) , ,6") r(uymy o T(v,6))
! fnTU X,QX
H
f par [ l =
H
¥ .
Hom” (P(Ysg (Q ) -1 )!F(Y!G))“"‘"_'—_»—"'—"""“} Hom FC (Xy(QX)Urr(Y’G))_

est commutatif : et ceci est wae conséquence immédiate des définitions de
Sm et 5]’]1 (Confer‘- 162.20 et 104«30) s

1. 5. Considérons, & titre d'exemple, le cas o0l Z est le produit X x ¥
o g = pPTy £ = Py s et o0 ¢ est 14 famille de‘tous les fermés de v ,
Dans ce cas, f*QX est non seulement un complexe de faisceaux A-plats &

droite, mais encore g-mous & gauche. En effet, si @ﬁ est nX~mou, on a
Hq(x x {v},ex @ ) = Hq(X F) =0 pour g > O v €@ qui signifie trés exac—

tement que g est g-mou (confer exposé 3y 3.2.) . On peut done choisir

Qg = f*Q et m 1'1dent1té I1 sufflt alors de relire les pages 5 et 6 de

1'exposé 3 pour constater que le morphisme p n'est autre que 1'isomorphisme
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TE R

v B Txr T Ropry, pry

X ('\‘

de l'exposé 3 , correspondant au diagramme cartésien

/\Y
PN

\
La proposition 1.4.4. et la définition de grg montre que dans ce cas pare

ticulier, © est l'isomorphisme

!
r

1
Y —_—> nx R

R Prx* P V¥

correspondant au méme diagramme cartésien, et défini dans 1l'exposé 4bis ,

(.
1.5.7. Nous aurons besoin (3.3.1.) d'un résultat un peu plus précis que le

précédent., Au niveau des complexes, p est un morphisme

wi T (X,QX®F) —> pry, pr}*{‘(QX"@F).-

En fait puisque l'on a pris Q = f*f%{ et m=1, l'adjdint 0
de p n'est autre que le morphisme B de 1.4.3. et est donc défini pour

tout faisceau \gf de AX (et non plus seulement pour les complexes de la

forme Q® F ) . On a alors le résultat suivant

Proposition .

Le morphisme fonctoriel

p 3 TE Q:(X:?) — ?PY! pr§(?)

est un isomorphisme .
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Qé@gggzgggigg H On‘va montrer que, pour tout faisceau .9;’ de AX et tout
point vy de Y , le morphisme Py induit par p au niveau des fibres au-
dessus du peint y est un isomorphisme. Comme la fibre de ﬂ* F (X,gﬁl)
ntest autre que P (X ‘gf) s on volt facilement que p n'est autre que le

morphisme composé

(%, %) —f’—em,pry, by F) —L> (pry, pry F)

y

o r  fait correspondre & une section ga valeur en y . Mals alors, soit

iy : (pry, pr¥ éﬁf\ q:(x Xy, pr¥ %) 1'isomorphisme canonique défini

dans l'exposé 3 proposition 1.2. . Le composé

AT

! r 6 F) L5 (ory, prg F), 5 T (xx y,005 F) 4 L (x, F)

n'est autre que 1ltidentité : Py est bien un isomorphisme .

o _ , :
1+6. Interprétation de Ho(gré) « Reprenons les notations générales de 1.4.,

y et rappelons que nous avons défini dans 7.2.1. le morphisme

le
a( =ey) : T_(5,&F) — T (v,9,0% F )
) ce morphisme fonctoriel passe aux catégories dérivées et définit un morphisme
L] N * L] +

encore appelé o : R I‘C (X,F°) = R 1"‘# (Y,R g, £¥F ) pour F'€ 0b D (AX) .
(La démonstration se trouve en:1.4.2.) . (Sans hypothéses'supplémentaires,

our :
le foncteur IEI% ntest défini que sur D+(AY) M) .

la

Supposons donc que F°  soit un objet de D+(A§) et G un objet
N ‘ ' L3 L] ‘ ! a‘ B
de D+(AZ) . Donnons nous un élément i de HoHom' (£¥F',g°G*) =

' \
Hom (f*F',g!G°) « I1 lui correspond par Ho(gr;) un élément de
D" (,X)

HoHom' (R T'_ (X,F* ), RE, (¥,G")) = Hom (RT.(X,F*),RL (¥,6°)) "qui se définit
. € v + ol ¢
D (A)g
simplement de la maniére suivante : c'est le morphisme composé : .




EEE R

a1 .

(1)
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& RI;P(Y’R d, i) ) '
RL(X,F") ——>RL(Y,Rg, £4F7) —> RL(Y,Rg, ¢'¢")

R%(Y,G‘)

i
oll la derniére fléche est induite par le morphisme d'adjonction Rg,g G = ¢°
défini dans l'exposé 4 .

Pour le démontrer, on prend G° dans I+(AY) , on représente i par

! ! -
un morphisme de Homo(f*F;gé G*) ce qui est possible puisque gé G  est un
g g

complexe de faisceauxinjectifs en chaque degré, et on considére la suite de

morphismes
T (X,QX ® F*) = > I‘w (Y,g!(fmxrsa £2F))
~
\\
S o L (Y,9,(m % £%F))
~ YT
~ {
™ ~ A4
S p(v,q,@_® exF))
Y g
f, (19,0, 1))
morphisme
d'adjonction q v
. g ! ! | ! »
I:y (YrG) < S rq, (ng! QQQG) =I&; (Y:Q!(Qg ® QQg F))

i .
deg(') ag,9
g

On laisse en exercice au lecteur la vérification du fait que ce morphisme

composé est HQ(grg)(i) . La considération de la fléche en pointillé permet

de montrer sans utiliser 1.4.2., que « passe aux catégories dérivées.

1.7, Comme second exemple considérons le cas ol X est un ouvert de Y,

Z =X, f=1d,g : X= Y 1l'inclusion et supposons que { contienne les

. . N I s N
compacts de X . Alors (confer exposé 4bis) on a g =g*% ., Soit @ un |




" e

net

-17 .

objet de D+(AY) « On a un morphisme

5(gr¥) s HomD(AX) (g%¢,g'c) — HomD(A)g(R‘I‘C(X,G'),RIJ;(Y,G'))

| . !
Je dis que 1'image par Ho(gri) de 1'application identique g*g = g'G = g*ag*

n'est autre que 1'application canoni que RIE(X,G? - RI@(Y,G? induite par

l'inclusion X< v
— shelusion

Prenons en effet G° dans 17(

AY) » Le diagramme (1) de 1.6. stécrit
(puisque ¢*G° est dans I+(AX) : -

o o . id .
T (x,9%a") e Rne) 2 .p (¥,6)

l

I (v,e")

ol la derniére fléche résulte de l'inclusion Gﬁ - G° . Il suffit maintenant

de revenir A la définition de & pour conclure

Morphisme graphe .

Dans ce paragraphe, on utilisera les notations sulvantes : X et

Y sont deux espaces localementrcompacts i 4 désigne un sous
de XxY, i

~ensemble fermé
g} Z—=2Xx%xY est l'inclusion ; enfin fz (resp,’ gz) est

1'application pry o i (resp. er.Oi) de sorte que le diagramme




e 3
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est commutatif. On suppose que Ty et Ty vérifient la condition A(A) )

de sorte que toutes les applications du diagramme ci-dessus la vérifient

-(confer 1.5. et exposé 4, proposition 2.4.,} . On se donne sur Y une fami.:
le ¢ de supports et on définit é@ comme étant la famille des fermés g

de XX Y tels que Z est dans é¢ 31 et seulement si pour tout compact

‘K de X, il existe un élément S de ¢ tel que 1'on ait :

si et seulement si

=

pr;1K nz Cier1S . Autprement dit, Z est dans §$

(fz,gz) est une paire adaptée 3 ¢ (confer 1) .

Donnons quelques exemples

est la famille des

: 2.0.1. 8i ¥ est la famille des compacts de Y , §¢
est la famille des fermés de Y ,

T e T
e T

fermés de X X Y propres sur X . Si ¥

@¢ est la famille de tous les fermés de X X Y »

IVHE S

e
k]
——

gl

- 2.0.2, Soit. X un ouvert de Y . L'image dans X x Y du graphe de 1'in-

clusion X Y est un élément de @¢ si les compacts de X sont des élé-

IVO

ments de ¢ .

24043, Dans la situation du paragraphe 1 ,

e

N

(£,g) si et seulement si
et

la famille ¥ de fermés de Y est adaptée &

l'image de 2 dans X x Y du graphe vy = (g) est un é&lément de §¢

| .
%' s1 vy est propre .,

. ,
| 2.7, On se propose maintenant de définir un morphisme fonctoriel
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Iy !
gr¥ ¢ R% (Xx Y ,R Jbom' (prggF' . pr,;,G' )}~ RHom® (R I;(X,F’), Rl"w(Y,{?f))
\Er

3

pour FE€0b DE(AX) et G'€ Ob D+(AY)

2:.147. Soit QX une résolution fondamentale, et posons Qg = f"’Z* QX |
. 7z I
D'aprés 1.5, ( et le rfait que iZ‘ est un foncteur exact), Q est une
i Z

On prend donc pour

résolution gz—f‘ondamentale du faisceau constant 4 .

H * — - T2 T 4 A '. .
m .EZ QX ng 1tidentité

=1, 2.1.2, Remarquons que si 1 ¢t 2% % egt une inclusion fermée, et si

i 3/'/ ‘et g/ sont des falsceaux sur % , alors on a

N : I‘F(g, géomA(g,g)) Ker (Hom (ﬁ g/) —> Hom (ﬁ‘ﬂ%—z / X-2)
B =HomA(i!i* ﬁ,y) =HomA(i*§§~’,i={/'i‘/)

'on l'on a pogé i’ = iQ s Qi étant la i-résolution fondamentale de A
i

é€gale & A lui-méme . 15

2.1.3. Ces remarques é&tant faites, revenons i 1a définition de gr\P
Donnons nous des complexes G° dans I+(AY) et F' dans K_(AX) .

vient, d'aprés 2.1.1. et 2.7,2,

) o Ts Xx v, Jbom (pr;g.F PPy g G) =

: ¥ | ' x*x
1im 1" (X x v, 5515 om (pr* F* ,er @) =
7.€% ) PTY Ox

1 !
% pp¥
Zlggl Hom(l Pr¥ F° , i Pr ,pr*Q

@) =

_ 1im  Hom(£¥ F*
L Z€%

I
13 gZ,Q
¥ Iz




== ey

“dans Z . Le systéme inductif suivant lequel nous calculons la limite induc-

- 20 -~

Soit maintenant —Z,¢Q4 Z 1'inclusion d'un élément Z' de &

k

: 1
tive, et dégigne pour simplifier 1l'écriture par Hom(fEF',gi O G) associe"
¥

4
. . Z
4 j 1l'application A-linéaire Wy composé des applications suivantes i

y o
* L = -**ﬂ -0 & ﬂ
H()m(f“x F* 1971 0 G') = Hom(J £XFT L5 9% g")
9z Sz,
. . . .
wj adjonction de Jj, a J
o par :
* * .
Hom(f%F ’gZ,Q G") g:gfzu—_f;_.Hom(J*J ﬁ%F‘, gZ Q G*)
QZ N Z
Fome . N * .
Pour définir wn morphisme de T (X x Y, Jbom® (pr F* pr, PrEQ, G') dans

| v
Hom(q:(X,F?,%r(Y,G?), il suffit de se doymer pour tout. Z des morphismes

!
A-linéaires grg tels que le diagramme

grgl , (.m
Hom" (fZ'F ,gZ, Q G*) Hom(F (Xﬁ) QF),I (Y &)
9y
;
¥ g gr;
4
Hom" (£3F*, g, G’
m ( Z ¥ QZ’Q )

97

soit commutatif pour tout j ¢ Z's— Z . Mais nous disposons d'une telle fa-
mille de grg a4 savoir les morphiémes tout épécialement désigné par ce sym-
bole dans le paragraphe 1.4.1, . La vérification de la commutativité de (1)

est un simple exercice sur les foncteurs adjoints.

2e 1 |4a Posons

.

u(rt,e') = (xx ¥, Jhom(prgr’ ,er P30, G")
v(F°,6") = Hom(T, (X,QX ® F'),Fqr (v,6°))




duci-;;_

ocie

-

fa-

'sym—

(1)
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U et V sont des foncteurs de K—(AX) X I+(AY) dans ¥T(A) .
De plus, il existe un isomorphisme fonctoriel

!
Y

G))

(%) QU(F',G")*RI’@ (XxY, R géom‘(pr§F',pr
L]

et un morphisme fonctoriel

(%%) QV(F",6°) —> RrHom(R r, (%,F"),R I;I; (v,g*))

i { . . P s
Le morphisme gr; passe donc aux catégories dérivées : on obtient
le morphisme annoncé en 2.7. (Par abus de notation, on note de la méme
maniére le morphisme au niveau des complexes et celui qui est induit au

niveau des catégories dérivées) .

( L'isomorphisme * provient du fait que U transforme quasi-iso-
morphismes en l'argument @& i.e. homotopismes en G en quasi-~isomorphis-
mes et quasi-isomorphisme en lt'argument F en quasi-isomorphismes car
G" étant un complexe de faisceaux injectifs, <%§om‘(pr§F°,pré'Prif%{G')

est un cdmplexe de faisceaux flasques, donc Q§ —acycliques) .

2.145. Notons inz 1'application canonique de Hom‘(f%F“,gé'Q g*)
9z
dans la limite inductive. Comme on a Qﬁgm'(f%?izgé,ﬂ_ G’)“ﬂ{Hém'(fEF,g!Gﬂ_
: g,
Ce morphisme passe aux catégories dérivées. De la commutativité du dia-
gramme

-
y gr;

Hom‘(fazeF“ 195 q G') — 25 Hom' (rc(x, QXfSOF'),I'\’y (v,6))
§ gZ

o

in o : ’ - g

4
Lo (XxY, JGom' (pr¥r*,pr. G")
@w X Y,prﬁQX

il résulte que le diagramme




\
L] L] ! - grz <
R Hom_(fész )9, G ) ——2_ S R Hom (ch(XrF');l';y (%,a))

(

i " ar?
ing gr

! ° ¢ ! .
RT, (XxY,R dbon® (prgF” ,pr.&°)

¢

est commutatif.

En particulier, considérons le cas ot X est un ouvert de Y

et od § est une famille de fermés de Y contenant les compacts de X ,

#‘i‘T'.:“-_"‘.T e

Dams ces conditions, on sait {confer 1.7.)} que le morphisme canonique

RI&(X,G') - RI%(Y,G') est 1'image par Hq(gri) de l'application identigque

i B
el e | iy

de ¢X¥G . On en déduit la

Proposition .

Soient - X un cuvert de Y et ¢ urefamille de fermés contenant

TIVOLL

les compacts de X . Pour tout complexe G° de D+(AY) + le morphisme (

\z L3 -

fg canonique RI;(X:G ) - RI}(Y’G ) est dans 1'image de HO(QP¢) .
" '

&

'3, Dé&finition du morphisme noyau .

3.0, Convention .

A partir de maintenant, on conviendra que A- est une A-algébre,

A-plate .

Jci encore, X et Y sont localement compacts, Ty 2 Ty véri-
fient la condition A{A) , et pry et pry, dézsignent les projections de

f
t XxY sur X et Y . On note aussi QX une résolution fondamentale de X

e et i T i, e .
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3.0.1. Rappelons qu'on a désigné par DF’ (confér exposé 8 )

L] ! . N g .
le faisceau R Jhom(F ,ﬂjCA) , F' ‘étant un objet de D(AX) . En général,

ce faisceau est un faisceau de A-modules, mais 1l'hypothése faite sur A

entraine que 1l7on peut considérer ce faisceau comne un élément de D(XA)
(confer appendice 2.3.) . On se propose de définir un morphisme '"moyau' . B
. I

L !

N:DF' G —» R Jhom(pr¥ F pr! G*)

A : b i

. |
pour F' dans D(AX) et G' dans Dapf(AY) . Le sigie apf , mis pour |
|

amplitude plate finie, signifie que 1'on ne considére cue des complexes

quasi-isomorphes a des complexes bornés, plats en chaque degré.

w

3.1, Soit donc F° un complexe de K(AX) , G° un complexe fini de i

= 4 ‘ Paisceaux c-mous et plats & gauche de AY . On se donne une résolution i
; :M

ey G° - 1.6° de G par un complexe de faisceaux injectifs en chaque j%
degré , et une résolution € «A - IA du A-bi-Module A par des A-bi- ’ﬁ
it
t Modules A-injectifs & gauche (confer appendice) . ?h
|l
. . . . Ll
Puisque G est un complexe de falsceaux plats, le morphisme j
% e, 2id G |
] @ =Tk ARG LA N ch :%
o ‘ YA ' T
Al
est un quasi isomorphisme (appendice 1.1.) de A-Modules & gauche. Il ;'
existe donc un unigue & homotople prés quasi-isomorphisme r tel que le !
diagramme
e} '
% e, ®1id @’ X
G YA L axIA®G
- e
2 . /
. G
16

soit commutatif .

Les notations et conventions de 3.71. seront conservées jusqu'a

1a fin de la rédaction .




3.1.1. D'aprés sa définition, l'objet DF' de D"(XA).' est représents
. i * * ! . .
par le complexe de faisceaux  Jfom" (F My 0 IA) . Notons DF'(U) ley
- ]
X
complexe des sections au-dessus de l'ouvert U de ce complexe de faisceayy,

On a donc

DF*(U) = Hom

1 .
A(FU,HX,QXIA) = HomA(rc (x,QXrgF),IA) .

. . o N
De méme, l'objet R %om(prgéF ,erG) peut E€tre représenté par le com-

’ @ o - ! ) .
plexe I0760111 (prggF 'PPY,pr*Q IG). 81 V est un ouvert de Y , on a
b ¢

t
L * L3 . 1)
TU X vV, Fom' (pryT ’er’PT%EQXIG))

. ! :
= HomA((p:r'%F )va ' er,pr%QXIG)

b

tom, (pry, (pr¥ay 3 (Prgr )y, )+ 16)

= HomA(er!(pr§ A, 'SE pr¥ (QX ? Fh)),l Gy . |

) (...
Ltexposé 3, lemme 4.4.1. nous fournit un isomérphiéme (formule de projec-
tion)

m° Ay ® pry, pr%(ﬂx ® FU) — er,(pr§ Ay © prg‘é(ﬂx = FU))

puisque AV est A-plat et que pr}*i(QX e FU) est . un complexe de faisceaux

PT-TOUS (confer 1.5.) . Par ailleurs, dans 1.5.1. nous avons exhibé un

isomorpnisme

p:m§T, (X,QX =) FU) — pry,, pr}*('(QX ) FU) .

Notons alors | le morphisme

Av ® TT% I"C (X,Qx L& FU) — er!(pr§ AV 2 pr%(ﬂx ® FU))

défini par 1'égalité p =no (ay @ p) « On écrira aussi u(U,V,F) lors-




A

J G I

(1

2aux
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u'il sera nécessaire de préciser. Ce morphisme induit un isomorphisme
p P

g |
. i . » L] . ! [ * B
Hom (p,,IG) :T(UXV, Cféom (pr‘%F . er’Pr;EQX_IG))'") HomA(AVGDﬁYFC(X,QXQFU),IG)

D'aprés les propriétés universelles du foncteur B , se donner un
| .

¢ I G')} revient 3 se

morphisme de A-modules DF’ % G* - Jéom(pr§ F°, pr

donner, pour tout ouvert U de X et tout ouvert V de Y un morphisme

de A-modules

R . | g . N ! *
¥ = ¥(u,v) : DF* (0) @ &(v) —> T (UxV, oon’ (pry ¥ ' Py preay, )

compatible avec les restrictions aux ouverts plus petits. Comme Y est

un isomorphisme, il revient au m&me de se donner des morphismes de Ao~

dules

N = N(U,v) : DF°(U) % a(v) ———> HomA(AV%n§FC(x,QX®FU),IG )

que 1l'on se propose de décrire dans les paragraphes suivants .

3¢71626 Dans un premier temps, on cherche a définir un A~homomorphisme

' ¥ .
1 ¥ —_— 1 ; 1 '
HomA(M,N) 2 Hom_,(H W N ) HomA(M ®M,N® N ) fonctoriel en M et N

-

(M et N' sont des faisceaux de A-Modules & gauche et N et M' des
faisceaux de Aubi—Modules‘)» I1 est clair que la donnée d'un tel morphisme

fonctoriel entraine l'existence d'un morphisme de A-modules a gauche
g: M'aN— Ng M!
A A
(faive M =W, N' = M' : alors ¢ =Z(id® id)) .
Réciproquement supposons donné un A-homomorphisme de faisceaux
Mg NS> Ne M

A A

et soient £ € HomA(M,N) , gEHomA(M',N') deux morphismes .A-linéaires ;

on définit Eo_(f'@ 9) comme &tant le morphisme composé
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M @ M __m_ﬂﬁf;;,M.QN_ia N®M.__}i@_sr_>N®N. .
A A A

I1 est clair que EU(£§§Q) est un A-homomorphisme et que 1'application

f®gl—’20(f®g) est A-linéaire.

Proposons nous maintenant de généraliser 1'étude précédente au
cas des complexes de faisceaux, En fait il nous suffira de considérer le

cas ou l'on suppose donné un morphisme fonctoriel de A-Modules & gauche

Soient alors M et N' deux complexes de ?aisceaux de A-Mcdules
a gauche, et N un complexe de A-bi-Modules. On désigne par la mBme lettre
M' le complexe de A-bi-Modules concentré en degré 0 et égal & M' en
ce degré., On définit une application

. L L) o - ’Q '0 (-] '. < (] '9
n e HomA(M ,N°) % HomA(M JN°) —s HomA(M % M, N % M)

de la fagon suivante : ' (

Soit £ = (£5). un élément de Hom' (M°,N') =0 Hom(Mk,NP+k)
xez . A xeg

de méme soit g un élément de Homq(M‘ ,N’°) = Hoﬁ(M' ,N‘q). On pose :
' k kq ., k : '
@y(£89))" = (1% (1a¥™  2g) aaln ) o (a(ur)m )
k
et 5,(£09) = (5 (226)°), .,

c'est un élément de Homp+q(M"£?bf ' N0 N'") et un caleul sans diffi-
A

culté montre que 1'application EG ainsi définie est un morphisme de come-

plexes sur A (i.e. A-linéaire, de degré O , commutant aux différentiel-

les) ; il est bien évidemment fonctoriel en M° et N'°,

3.1.3. Considérons alors le morphisme foncteriel

| g3 AV ? ?7 —>2 ? AV

(
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qui se réduit & 1l'identité sur les fibres. D'aprés 3.1.2, il lui corres-

pond un morphisme de complexes

DF* (U) % Hom (AV,G')' = HomA(I"c (x,nX RF) ,IA) ® Hom(Av,G)
- +*
\Lpar ¥
Hom (¥ T(X,Q, @ F)yn% 14) @ Hom(A,,@)
T
[e)

HomA(Av f n§rc(x,ax 2 F),ﬁg; IA = G)

Enfin 'ﬁ(U,V) est le morphisme composé

DF* (U) ? g (v) — DF*(U) % Hom'(AV,G°)

l

L) ) :vr L L] [ ] ‘c * *
HomA(AV%n§rc(x,Qx R°F),IG )&@__. HomA(AV ?i n§rc(x,ﬁx®r ),'rrY IA®G")

-1 S
ol @ est donné par 1'isomorphisme G'(V) —~—> Hom' (AV,G°) (voir 1.4.4.

" pour- la motation y)-et (&} par le morphisme r:m%IA ® G"=16" de 3.1, .

Y

3.1.4. Nous sommes donc en possession d'un morphisme.

oGo ) .

1
: ° & @ * p° ’
N : DF : G —> %OmA(PPXF ‘ '_Pry,pr;*{ QX‘ I A

Comme nous avons eu la précaution de prendre pour G un complexe de

faisceaux plats en chaque degré, on a en fait écrit un morphisme

L ]
N : DF %G —> R‘:;(g'omA(prggF , pry )

indépendant des résolutions et du morphisme p choisi (confer 1.4.2.)

et défini pour F°€0b D(AX) et G'€0b D.—-(AY) .
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3.2, Un diagramme commutatif .

Posons N=RT N : c'est un A-morphisme de complexes

L : '
RT (XX Y, DF’ G’) — RHomA(pr§F°,pr‘;,G°) o

On se propose de construire, sous certaines hypothéses relatives aux

faisceaux et aux espaces, un diagramme commutatif

t
Rifom (pr& F*, pry G°) 9" 5 RHom (RT(X,F),RT (Y,&))
A c
i) C
iL .
RT (Xx ¥,DF° G") < ' RT (X,F)* ? RT(Y,C)

‘ !

o l'on a écrit gr au lieu de gr“fr quand ¢ est la farille de tous
les fermés de Y (confer 2.1.) et ol RI‘C(X,F)* est le dual de

RI’C (%,F) i.e. Ie complexe RHom(RFC(X,F),A) .

3.2:17. Lemme .,

Soient @ un faisceau de A-Modules A droite sur ltespace X

et {2*/ un faisceau de A—Mo'dules'é gauche sur Y . On suppose que 59/
et (% sont c-mous, et que est A-plat. Alors R £ est
=Y — g et & a7

C=mOu . »

N Démonstration : Le diagramme commutatif

y _ . _ . X% Y

permet dtécrire
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w [

L
é/“);&RTTX!,g; ®R1TY!?

< 1Y o
RT (XX Y, gc‘%)?r{rc(xx‘f,ﬁ ~

iL ’
?I‘c(xrsg:)%rc(Ys7)?FC(X19)§FC(Y!7) ®
(1'isomorphisme 1 vient de ce que g est plat, 2 est la formule de
Kibnneth, 3 résulte du fait que F et g sont I"C -acycliques, et
4 du fait que g est c-mou et plat, et par conséquent I‘C {v, 9)

est plat (confer exposé 3, haut de la page 16)) .

) Le faisceau F R g‘/ est donc 1"(:--ac:yclique:° 51 U et V

sont des ouverts de X et Y , alors ﬁU est c-mou et qv

' & -
c-mou et A-plat, et par conséquent, (S % 7)va = ?U% gv

sl dE

oo

est [ -acyclique. Pour montrer que F® g est c¢-mou, il suffit
< A
de démontrer que (G % ? )W est T -acyclique pour tout ouvert W

Lo de X x ¥ . Compte tenu de ce qui précédde et de la définition de la topo-

logie produit, cela résulte donc du lemme suivant

3+ 2.2+ Lemme .

Soit g; un faisceau sur un espace topologique % . Soit

U = {Ui}i g1 Un recouvrement ouvert de ¥ ayant les propriétés sui-

vantes i

i) pour tout ouwvert U de % , il existe un sous-ensemble

JC 1 tel que U = UUiu
ieyd

ii) 8i U, et Uj appartiennent & 4/ , il en va de méme _pour
Ui n Uj .

x . . ' q
iii) 8i U, appartient & U , alors HC(Ui, QF) =0 pour q~0 .

Alors on a Hg(U, 54’) = 0 pour tout ouvert U:- de % (et par

conséqguent 37{ ast c—mou) s
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o e Aok et it i ey

Démonstration : La suite exacte de cohomologie associed la suite exact%”
—
o-——-aﬁunv -—>§U® gfv__)‘guuv 0

(U,V ouverts de ¥) montre que HS(U,éﬁ,) est nul pour q >0 lorsque

U est une réunion finie d'ouverts de U . Soit U= U Ui et posons
ieJ
u, .= Ui Ueo ol Ui « On a é%fU = lgm é;:U 1 puisque la

1 eead . . '
1 P P 110_051

cohomologie A support compact commute aux limites inductives les #galités

g RS | qs Qe o 9 _
HC(U’ g’/) - Hc(g' gU) = dim Hc(?s’ ‘g:U. . )= tim Hc(Ui voed & )=0
1 osel " 1 P
‘ 1 P
fournissent le résultat annoncé .
3.2.3. Nous avons pris ggom {r* ,nX Q IA); c'est un complexe de

faisceaux flasques en chaque degre, donc  c-mous en chaque degré. Par ail-
leurs nous avons supposé que le complexe G° &tait borné, c-mou et A-plat

en chaque degré. En vertu de 3.2.1., le complexe DP® G° est c-mou enl

Cchaque degré, puisque en chaque degré il est somme directe d'un nombre fini

de falsceaux c-mous .

Nous supposons A partir de maintenant que les espaces topologlques

Y et XX Y sont paracompacts. La famille de tous les fermés sur ces

espaces est donc oarqcompactlflante? et i1l résulte de l'exposé 2, lemme
T¢3¢ que les complexes @' et Dp° X G sont des complexes de faisceaux
mous « En partlculler, il en resulte que les morphlsmes canoniques qui

interviemment dans la définition des foncteurs dérivés

QT (X,6) — RT (v,Q0¢)

Qr (X x v,DF° ® c*) ——> RT (X x Y,0(DF" ®G*))
A , A

"
iL

RF(XXYQDF DEQG)

sont des isomorphismes ((1) est un isomorphisme car G° est un complexe |

de faisceaux plats)
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Enfin le complexe RI;(X,F‘)* est quasi-isomorphe au complexe

Hom' (I (X,Q, @ F*),14) = DFP' (X) .
C X A

Soit alors 1 : P(Y,G) - ['(Y,G°) une résolution A-plate & gau-
che du complexe (borné) I'(Y,G'), et soit T 1le morphisme de A-complexe
composé suivant

produit

iae tensoriel

DF° (%) .? P(?,G) — = R (X) % r(v,q)

s M(XxY,DF° ®G") .
deg sections A

Ce morphisme induit, au niveau des catégories dérivées un morphisme encore

L [
noté T de RI‘C(X,F)* ® RT (Y,6) dans RT (X x Y,DF° % G) .
A

3.2.4, L'explicitation de { ne fait intervenir que des complexes de
A-modules., Le probléme est le suivant : construire un morphisme fonctoriel
en ¥ et N°

{L 3
{ : RHom (M ,A) ® ¥ —> RHom (M ,N")
A A A
lorsque M° parcourt les objets de 1a catégorie D(A) et N° 1les ob-

jets de Db(A)g {on a vu en effet que I'(Y,G) est un complexe borné) .

Donnons nous & cet effet
i) Une résolution injective . A % TA de A par des.bi-modules .
ii) Une résolution plate P° Ty de N .

iii) Une résolution injective N° 5 IN' de ¥°- .

I1 existe un unique (& nhomotopie prés) morphisme r' tel que le diagramme

P = _sagp %0 14 fEP’
: A .

1
Y
N9

I\l

[]

y
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soit commutatif. En effet I'unicité a homotopie prés résulte par exemple(

de [H] chapitre I, lemme 4.5.. Quant & l'existence, elle provient du fait
que N° é&tant un complexe borné, et ¢ % N un quasi-isomorphisme d'apraés

Appendice, lemme 1.1., le complexe TA® P° n'a qu'un nombre f£ini de moduleg
A

de cohomologie non nuls. Pour un entier n assez petit le morphisme de

complexes

n n+1
=~ (143" o (1agp)? 4 (1asp )™ _ 4 (1ag )2 . ..

Lo

dn+1

- 0 - Imd® e (1awp )™ 4 (14gp°)2*2 - s

de (IA®P°) sur la n-iéme tronqué a gauche (I A 2P°), , d¢ TARP
est donc un quasi-isomorphisme. Nous somme ramenés & la situation

* gls .
PP (1 A/’%’)P D>y

ol cétte fois, (IA@P’)>n est un complexe limité 3 gauche : on sait
qu'on peut compléter le diagramme de fagon & le rendre commutatif par un
morphisme " , On définit alors r' comme le composé de r" et de la
projection IA ®P - (1A®P‘)>n .

Le moryhisme »' étant choisi, on définit [ comme &tant le
composé
Hom' (M7, TA) ® PN'——> Hom(M", TA ® PN) wo— o Hom(1s" M
( b A L ( t A ) HOITI,(M.,I"') ( b

o I est le morphisme défini dans 3.742. A partir de c:1A® 2 ¢ R A,
A A

compte tenu du fait que PN'= HomA(A,PNﬁ (et aussi qu'un faisceau au-
dessus d'un point est un module). Il reste encore une fois & voir que le
morphisme ainsi défini est en fait un morphisme au niveau des catégories

dérivées, ce qui ne présente aucune difficulté . {
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3.2.5, Dans la situation particuliére qui nous intéresse, nous avons
- déja noté Pp(Y,G") 1 I'(Y,&") une résolution plate de TI'(Y,G"), et nous
e disposons d'un quasi-isomorphisme €q : G - IG° . Comme T(Y,eG) est
es un quasi-isomorphisme et que I'(Y,IG°) est un complexe injectif en
iules chaque degré, on définit r' & ltaide de la résolution
F(Y,eG) :P(v,e*) - r{y,1¢°) de I(v,e°) .,
Proposition .
Scient Y et X x Y des espaces paracompacts, G° un _com-
plexe borné plat et c-mou en chaque degré de A-Modules & gauche sur
. ' Y, F* un complexe quelconque de A-Modules & gauche sur X . Alors
- le diagramme
) " . Hom, (pr¥ F°, pr. 1°g") 9 hom r (x,0, % F),r(y,16"))
N C
I'(¥xY,DF° ® G ), T Hom, (T (X,Q, ®F), T A)® P(Y,G)
A CAYce X A
est homotopiquement commutatif .
o= Démonstration : Remarquons d'abord que N o T est égal & N(X,Y)ec (id®1)
i (confer 3.1.1.) .« D'autre part, gr o N(X,Y) apparatt dans le diagramme
commutatif suivant (ou 1'on a écrit I, au lieu de QE(X,thg F)
e )
‘M L,IN
A, )
le
28
L




Hom(I' ,14) ® I'(¥,8) ~
C s

- 34 ~

1 A ~
id@y ~_ T
~
N/ ~
Hom(l"c ,IA) ® Hom(4,G) > o
S
(par m3) ®1d o
N ke
Hom(neYe L ,m¥ IA)® Hom{A,G) Hom(I‘c 14 @ I'(Y,8))
: produit
by ! Hom{id, tensoriel )
v ‘adjonction de.m¥* & W, v des sections
Hom(ﬂ? I, o IAﬁ@ G) it > Hom(I*cl"(T@ 1A@ G))
i
Hom{id,r) i Hom(id,I'r)
v adjonction de m* & m v
Hom(n§ L..I &) : > Hom(l"c ,JLIEY)
Hom(p_1 ,I6)
V
Hom(er!pr"}*{(QX @ F),I6)
gr _ ¢
Poincaré
v oo,
¥ ' [)
Hc:m(prX F ’PrYePI‘§QX 16%

. (confer 1.4.4. pour la commutativité du triangle) .

T1 nous reste & voir que le diagramme suivant est homotopiquement

commutatif

id @ 1

Hom(I‘C .I4a)®» P(Y,d)
by
Hom(l"C ,IARP(Y,0)) -~ -

Hom(id,r')

v Hom(id,id® 1)

Hom(id,I" r)

N Hom(l"c ,IA) ® T (Y,8)

lz

S s Hon(T,,TA® r(y,a))

Hom(l"c,l"(’n§ IA® Q)

¥
Hom(I‘c T, T ) &
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Comme le rectangle supérieur est commutatif (fonctorialite de T) nous
sommes finalement conduit & montrer que le morphisme r' et le morphisme

composé  p?
produit
. tensoriel
ide IAT(Y,q) ST{Y,m*I4a % G‘)_.EF_}F(Y,IG')
des sections

IA®P(Y,s)

sont homotopes, et pour cela il suffit de vérifier la commutativité du dia-
gramme {confer 3.2.4,)

o e ™ ,
P (Y,G) > TA=P(Y,d)
n
L(y,a)
ﬂ(Y,eG)
r(y,1a)
i.e. du diagramme
. _ € % id
P (v,a) > IA9p(Y,q)
il ' id= 7
e ™ id
r(ve) -~ 02 > IA2T(Y,a)
~ j" R
s
\j?zega. ' el .
l(Y,eG) .\zz) produltltensorlel des sections
r'(v,16) ¢ r{v,e) T{Y,m* I a8a)

mais le carré supérieur est commutatif, ainsi que le triangle inférieur (aépi-

nition de r!conferB.L)Enfin le triangle supérieur est commutatif, ainsi

qu'on le vérifie sans peine, ce qui achéve 1a démonstration ,
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3.3. Un diagramme commutatif (généralisation du précédent) °
»

On suppose ici que X , Y et par conséquent, X X Y sont loca-

lement compacts et _paracompacts. On se donne sur Y wune fanille ¢ para-

compactifiante. Dans ces conditions, la famille §¢ (confer 2) est para~

compactifiante.

[Le seul point non trivial & vérifier est que tout élément Z de @¢
posséde un voisinage qui est un élément de § . Puisque X est para-
compact et localement compact, il existe un ricouvrement localement fi-
ni de X par des ocuverts (qxxyEEI tels que qy seit compact. Alors
si X est un compact quelcongue de X , KN Qu est vide sauf pour un
nombre fini d'indices @ . Pour tout indice « 1l existe un Sa dang
¢ tel que Z N (ﬁ& X ¥) soit contenu dans qu X §, . Soit 8) um

31 1
UI Ua X Sa» est

voisinage de Sa qui est un élément de ¥ . Alors ¢
oo

un voisinage de Z qui est un élément de §$ 1.

.

On reprend les autres hypothéses de 3.2. & savoir :

G° est un complexe borné plat et c-mou en chaque degré de A-

Modules & gauche sur Y et F° un complexe quelcongue de A-Modules a

gauche. D'aprés (exposé 2, lemme 1=3°) @ est donc un complexe de fais-

ceaux I'é,—acycliques et DF"®E uwn compleice de faisceaux }."@ ~acycliques
' A !
Y

(confer aussi 3.2.7. et 3.2.3.) .

3.3. 1. Il est clair que le produit tensoriel des sections est un mor-
phisme

DF(X) ® I‘Q(Y,G‘)"—(&—-& ry (% x Y,0F" %G') .

¥

Soit alors 1 PI“y (v,@) - r;? (Y,&) une résolution projective de T"?(Y,G‘)

et soit ¢¢ le composé

id®1

DF'(X)@PI:}!(Y,G') - v DRI, (v,6) -2 L, (Xxx¢,DF" %G“) .

¥
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De m@me, scit e:¢ H T¢ I1G - II@ZIG' une résolution injective
- de FQZIG' et r¢ 1'unique & homotopie prés morphnisme de résclutions tel

que le diagramme suivant commute :

PI;#(Y,G')

V4 iy
IIE’(I @ e ¥ IA@P%(Y,G‘)

[Tous 1es'morphismés de ce diagramme sont des quasi-isomorphismes ;
en particulier %{(Y,GG) est un quasi-iscmorphisme car G°. est un

~ complexe de faisceaux %rnacycliques L R
‘A 1'aide de rw on définit un morphisme

Hom(I‘C (x,QX ® F),TA) 'E’ PI;{I (v,a) —E?Hom(Fc (x,axsw'),lr;y(y,m‘))

(confer 3.2.4.) .

3;3.2{ Proéosition .

Soient X et Y des espaces  paracompacts et localement com-

pacts, et soit ¢ une famille paracompactifiante de fermés sur Y

b
apf(AY) « Alors

soit F'  un complexe de 'D(AE) et G' un complexe de D

le diagramme
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; 0 gl
By (XX YR Fom(pey 7*, pry,¢)) ——Fs HR Hom(RI(K,F)RE (v,6)) (T

Y
o] O
R % N H €¢
¥
< -lL O L
H, (XxY,DFl ") « H (RT (X,DF) & RT, (v,G))
3 A Q A ¥
¥ H Ty

eat commutatif .

{on a noté par les mémes symboles les morphismes '1'\? ’ r;¢' et

ceux qu'ils induisent dans les catégories dérivées) .

Démonstration : Supposons de nouveau que les complexes F° et G véri-

et A Bt B B e e e

fient les hypothéses de 3.3. . Soit 8 un fermé de ¢ . Puisque F‘U est

la limite inductive des FS , On peut choisir des résolutions projectives

'[}S H PFS(Y,G') - FS(Y,G’) R 1]13 : PI\‘?(Y,G') - I:? (Y,6) de fagon que les

PTg (Y,6)  forment un systéme inductif,. que la famille des T définisse -

un morphisme de systéme inductifs, et enfin que T]q’ soit égal a 1lim TIS
sy

{confer C.E.V9.5.).Onchoisit donc T}S et ‘% de fagon qu'il en soit bien

—
e

ainsi .

Nous allons montrer que le diagramme (*) suivant est nomotopi-

quement commutatif {(i.e. les deux chemins qu'il définit sont homotopes)

\

. .o . \ | ; ;
Ts (Xx v, %om(pr%l“ 1Py i ') 2, Hom(l"c (X,QX®F),II¢(Y,IG))

L oh

- | (] XX N
f Ty (XX Y DPT RGT) < " '.'“"“"’“"Hom(rc'(X,nx@F’),IA)@PI;,(Y,G‘)
: (%) par PFS_'PFq,- =1im PT'g

1 Hom(T,_ (X,0,® F*),18) ® P L (¥,@)

g [\
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Prenons 1'homologie de degré zéro de ce diagramme. Les deux

: : o A 7
morphismes Ho(grV oIé N or¢) et Ho(gw) ont mémes composés avec 1l'ap-

¢

plication canonique
HO(Hom(FC ,IA)@ PL) —> HO(Hom(Fc,,_ IA)® Pl"w)

induite par l'inclusion de TS dans I@ .

De 1'égalité

a , )
H (Hom(f‘chA) @JPI‘;{) = Sl_ém 1 (Hom(T), TA)® PI’S) ,

la copmutativité du diagramme donné dans la proposition résulte aussitdt.

Notons donc 1 : 8§ Y 1'inclusion ; le faisceau constant A

étant i-mou, idA: A - A est une résolution c-molle et plate de A .
! 1
On écrira 1i° au lieu de iA . On sait (confer exposé 4bis) que l'on a

] i ' ’ : '
i'G = 1% gfst} ou E@S (confer exposé 2) est le foncteur "faisceau

i
4 support dans S . Mals alors FS(Y?G) est égal & T(§,i'@) et le

diagramme ci-dessous est commutatif :
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) Lt PR
———> Hom(pry*F', pryi’I6) Ir > Hom(T, (X,Q, ®F),I(s,1 16)
| (.
id @ par I‘S -+ I:}* = ?L_:_L,ml"S :
g (] hd
I I %xs ; .
—> f}'(xs (xxv, %om(pr}%E F erIG)) —— Hom(f‘c (X,(&@F),% {Y,16%)
F\
par FXxSq I"%L-l%mr‘z : @ id
I ‘!’ N
1
L (xxv, Fom(prkF, pr. 16)) — 9 Hom(I (x,0,8F),T, (¥,16)
§¢ X Y c ¥
_ A '
' L N
I'N IS{X 3 N @ﬂ;
L (ExY,0F R &) <« ® pF{x) ® [, (v,a)
é‘!‘ A A ¥
i
par PXx g™ 1"% :l%mFZ par I‘S-a l'@ = lim I"S
. ®
Ty S(xxY, DF‘ @) <« DF(X) % i (¥,5)
N
id NV {
e sl ® . S
F(XXs,DF‘§J i'6) < DF(X) ® I'(s,i°@)

(pr}'{ est la projection XX§S - X , pry est la projection Xx§ ~ 8 ;

! 1 !
S au lieu de pPS,pr;(*QX et er

L

!
on a écrit pr au lieu de pr-y'.

*
1Pr Qy

[ , 1 R .. .
On aurait du écrire Ti'G" mais 1’ transforme injectif en injectif et

1 I . est une résoluti es fail injectifs com—
1eG.:1G-+11G r tion par d alsceaux inj du

! . .
Plexe 1°G': c'est la résolution que l'on suppose donnée pour effectuer les

constructions) .

La vérification de la commutativité est pratiquement triviale

ainsi la commutativité de @ a-t-elle &té démontrée dans 2.1.5. . Seule

la commutativité du rectangle @ n'est pas immédiatement évidente : on ren-

IIL ' voie le lecteur aux définitions de gr et g?(xs ; moyennant un peu de

L chasse aux diagrammes, il parviendra facilement au résultat,




.es
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Mais on a :

pF(x) ® T (Y¥,6) = 1im DF(X) = [, {¥,@)
¢ 3 5

et DF(X) = P%(?;G‘)" = lim DF(X) ® PI'S(Y,S)
g

Soit alors 1. L'unique (& homotopie prés) morphisme de résolution tel

S
que le diagramme

IA®F (v,c)

(Fs (Y,16) = I‘(S,i-ll @) est un complexe de modules injectifs en chaque

degré), soit commutatif, et soit (g : DF{X) » PFS(Y,G')-»Hom(I‘C(X,QX@\ F‘),I‘é-Y,iG—'))
le morphisme défini par rg (confer 3.2,4.) . De la commu-

tativité du grand diagramme, et de la proposition 3.2.5. (avec Y =8 et

G = i!G') résulte que pour démontrer 3.3,2. il suffit de montrer que le

diagramme (en trait plein)

I-Iom(id,e:"!r o..ins.)

—> Hom( Ty 1¢G) — Hom(I_, 1Ty 1G) A ——
'y l - ' T
Hom(id,rs) Hom(id,r‘y)
Cg Hom(I‘c ,TA ®P1"SG) - ﬁo?n(icﬂi’&&&"iﬁsj f-a Hom(f‘c JIA® PI"q’ ey C%k
Y ’ - A
___.Hom(rC ,ITA)® PI‘SG‘) 5 > Hom(r'C ,14)® Pl"‘,# G —

S
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est commutatif A homotopie prés (inS désigne le morphisme canonique de

1'objet indicé par S dans la limite inductive), Comme le rectangle

inférieur est commutatif, nous avons finalement & montrer que le diagram- E/- o
e s
s
IA9 PLG > [LIG ing
id# ing I:# 16
.
IA® PT, > IT IG ¥
] r, ¥
)

est homotopiquement commutatif. Pulsque ,Il"'lr, IG" est un complexe limité A
gauche, et injectif en chague degré il suffit de montrer que les deux mor-
phismes

e¢ ° ing o Tg et r\li o (1(1 2 1ns)
sont égaux-lorsqu’on'lés compose a droite par ¢ ® id PI"S G- I AQ:PI"S G
{en effet e / id est un quasi isomorphisme ; l'affirmation résulte donc
de la propriété FR3 des quasi-isomorphismes, et du lemme 4.5. de [H]), (' _________

Mais cette égalité résulte aussitdt du diagramme

. .
IA@PI:?G < idﬁ?)ins IA’?)PI"SG

ol tout est commutatif sauf la région @ .
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4 . Le théoréme du noyau et ses applications . il

4,0, De la perfection .

Rappelons qu'un complexe de modules est dit parfait s'il est

borné et libre de type fini en chaque degré. Plus généralement, on dira

qu'un complexe de faisceaux P’ (;éébe G) est homologiguement parfait

(resp. cohomologiquement parfait) s'il est d'amplitude plate finie

(confer 3.0.1.) et si les systémes projectifs locaux (resp. inductif

locaux) sont essentiellement parfaits (dans la catégorise D(A)g)° Dtaprés

(exposé 6, prop. 5.4.) un complexe de faisceaux F'(resp. @) d'amplitude

plate finie est homologiquement (resp. cohomologiquement) parfait si et

seulement si, pour tout ouvert U de l'espace de base, il existe un ou-

vert U' C U tel que le morphisme canonigue

e RD(U,F) —> RI(UF) - (vesp. RT (U,6) — RT (U1,6)) .

se factorise A travers un complexe parfait . = |

Nous aurons besoin d'utiliser le lemme technique suivant :

: 4.0. 1. On a exhibé (confer 3.2.4.) un morphisme bi-fonctoriel

L
g : .RHomA(M',A)'%_N' —> .RHomA(M',N°)
A A

défini pour M € ObD(A)g et N € Ob'Db(A)g , la A-algébre A

étant supposé plate sur A .

8i le complexe M = est un objet de D—(A)g on peut le résou-

!
dre par un complexe libre em chague degré, soit L(M) wune teile résolu- i

tior, :On peut ‘alors définir ( par passage aux éatégories dérivées &

e ke st s

partir du morphisme composé (notation de 3.2.4.)

Hom" (L{M"),A) ? N -E> Hom® (L(#'),A » N°) —> Hom" (L{M"),N")

Par un raisonnement analogue & celui de ([D] prop. 3.3.) on en déduit le 1;

lemme




Lemme a) Si M ou W est url complexe parfalt, £  est un isomor-
phisme . o (..

b) Supposons que M' soit un objet-de DT(A) . et soit @
(4*,8") = H°R Hom"(M*',N°) . Si o

un élément de HomD(A)

appartient & 1'image de HO({) , alors & se factorise 3

travers un complexe parfait .

4.1, On reprend malntenant la convention 3. 0. pour les espaces X
et 'Y : on supprime donc les nypothéses de paracompac1té utlllsees depuis
3.2,

Théoréme .,

Soient F' un_complexe de D( X) et G un complexe de

( Y) Lorsque F est homologlquement parfait ou lorsgue G° est

apf
cohomologiquement parfait, le morphisme noyau

iL ;
N:DFEG -—~—>R %om(pr%l?', pré, @) [

est un lsomorphisme . .

Béggggzzgzigg'f Elle utilise quelques sorites sur le diagramme de la pro-
position 3.2.5. que nous allons exposer pour commencer. Soient U et V
des ouverts de X et Y ; désignons par N(U x V) 1e morphisme induit
par N au niveau des éections au-dessus de U x V , et par Nﬁ’v le mor-
phisme noyau défini sur les espaces U et V et les faisceaux FIU ,

@IV « I1 n'est pas dlff1c11e de montrer que moyennant quelques identifi-

cations canoniques, 1e morphlsme N(U x V) s 1dent1f1e au morphisme

( TelN U, f)
verts Ut c o, V' ©V soient paracompacts (U,v,u*,v' étant localement

+ Supposons que les ouverts U et V ainsi que les ou-

compacts, il en résulte que les ouverts U X V et U' x V' sont aussi

paracompacts). Il résulte de ce qui précéde et de 3.2.5. que pour tout

entier ¢ , le diagramme
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R

> HIR Hom(RT(U' ,F*),RI(V",G7) 1]

Hqgr.

y
IquF (U' XV',R %om(prixi F°, pr,;,G°))

R 1%
A \ A
| Rt
q i A q . ; I
H*RT(UX V,R J@om(prggF , pry, G ) . H RHom(RFC(U,F),RI’(v,G)) ‘
H*gr
{U'xv*) Bi(uxv) ] 1Y
q. L, q , iL
HRT(UxV,DFEG") < = HH(R Hom(RI‘c(U,F'),A)@RF(V,G‘))
HiT
L : q ‘ \‘ L 5
BIrr(ut v ,pr* M Q") « BT (R Hom(RI‘C(U‘,F'),A)@RF(V',G)) :
' : F
s ol les fléches cbliques sont définies par les restrictions de U (resp. V) II 3 :

4 U' {resp. V') est commutatif .

Soit maintenant (x,y) un point de X x Y . Pour démontrer le

|

|
théoréme, il suffit de vérifier que | il

}

""" 1im HON(U x V)
Ux v

est un isomorphisme pour tout entier q , ot U et V parcourent 1'or-

domné Piltrant des ouverts paracompacts de x et y . Comme Hqgr est J*

un isomorphisme, il suffit donc de voir que

lim HYT et lim Hqg
iy -
Ux Vv Ux V

sont des isomorphismes -

Par définition, . limT n'est autre que 1'isomorphisme

L L
oF @ G —> (DF° ® G)
b Y (}C,Y)

Enfin les nypothéses faites sur F° ou G° et le lemme 4.0.7. a) mon-

trent que 1lim Hqg est aussi un isomorphisme .
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4,2, Théoréme « - .. . ..

Lorsgue G° est conomologiquement parfait, pour tout compact fmmm

K de Y et tout ouvert vV 2 X , le morphisme canonique

RI'(V,d) = RI'(K,G) se factorise ﬁar‘un complexe parfait .

Démonstration : Il existe un compact X' tel que l'on a les inclusions &

e e B e i e o o e

KS X' CX'T V. Il existe donc un systéme fondamental de voisinages ou-

verts paracompacts W de X contéenu dans X' . Nous allons montrer que

lton peut choisir W pour que en plus, le morphisme canonique

RT (x',6) = RT (¥,8) se factorise & travers un complexe parfait, et le
théoréme en résultera aussitdt. A cet effet, remarquons d'abord que la
notion de perfection cohomologique est locale et que par conséquent GfW
est .cohomelogiquement parfait. Soit ,F;z G]X' et soit G'= GJW . D'aprés

3.2.5., on a w diagramme commutatif :

HO_R HOTH(PI‘%'I F PI“; @) A .l . HO R Hom(R F(Kl yF'),RF(W,G'))
Y |~ - o .
o : L ° L
(X X 0,0F® ) et H(RT (X',DF) ® RT (¥,6Y)

Soit « € Hom (RF(K*,G‘),RP(W,G'}) = E°R Hom(Rr(K',G'),RF (v,6)) 1le

D(a),
morphisme canonique. Dlaprds le tnéoréme 4.71., il provient d'un élément

@. de HO(X' x ¥, DF'K ) . Mais il résulte immédiatement des définitions

W
A {(confer 3.2.3. et exposé 3, prop. 4.5.) que l'on a 1'égalité

b . lim T = xil

i « w4 .

W

} ol 1l'on prend la limite suivant 1l'ordonné filtrant des voisinages paracom-
& pacts de K . A la limite, on a donc l'isomorphisme

3- [H

i T

L = Ku iL
i Ho(x! x X, DR (¢X)) &——— H°(RT (X',DF) ® RT (X,6))
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Cela signifie qu'il existe un W assez petit tel que % appartienne &
1t'image de B T , i.e. tel que « appartienne & l'image de Hog : le

lemme 4.0.7. b) permet alors de conclure.

4.3, Théoréme.

Soit F' un complex¢ homologigquement parfait., Soient U et 'l

des ouverts de X tels que l'on ait UC Tcv et que U soit compact.

Alors le morphisme canonigque RI’C(U,F‘) - RI‘C(V,F') se factorise & travers

un complexe parfait.

Qé@gr}ﬁt_:zgiig{l : Il existe un ouvert paracompact V' et un systéme fonda-
mental de voisinages ouverts paracompacts U' du compact. 0 tel que l'on
ait les inclusions U« UCU' C {itc v*cv . Nous allons montrer qu'on peut
choisir U' assez petit pour que le morphisme canonique I"C (U',F')—’I‘C(V',F')
se factorise & travers un complexe parfait. A cet effet soit & la famille
de tous les compacts de V' . La famille % de U'xV'! est donc com-
posée des fermés de U'XV' propres sur U' . Appliquons la proposition

3.8.2. & nous obtenons un diagramme commutatif (o G'=F'|V' et F= Ggivt)

. _ _ ' ] Lo :
H°R L, (U X V'R Fbon(pet, F; pry, &) Hary w°r Hom(RT, (U*,FY),RE_(V* L&)
\!;

C

ROT = ' . H Q‘y

g, Hye v

O- [L N l
Hy (U x V', DF'IR G°) < -
§ T

Comme R°T: est un isomorphisme d'aprés 4.1., il résulte de la pro-

% Npo g

position 2.1.5. qu'il existe un élément a,, dont 1timage dans

_HOR Hom(R FC(U’,F‘),RI"C(V',G‘)) est 1'élément canonique ¢ :-RI‘C(U',F')—-'RI‘C(V',G');

mais %l-'ﬁ X V' est la famille de tous les compacts : il en résulte que

.0 . . _
lg,’m H T, = ¥l est un isomorphisme, On peut donc choisilr U' assez
urol

. L
petit pour que o, soit 1l'image d'un slément de H(RF(U',DF) & RT‘C(V',G‘))

L
H(RT (U,DF) @ RE(V',E))
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i.e. pour que ¢ soit dang 1'image de 5° gw : le lemme 4.0.1. b donne

le résultat cherché .

4.4, Théoréme .

Soit F° un complexe de falsceaux dlamplitude plate finie. Les

deux conditions suivantes sont équivalentes

le diagramme de 4.3., R I"Q

","(i)"F' est éohdﬁologiquemenﬁ parfait .

(ii) P' est nomologiquement parfait .

Ce théoréme permet de poser la définition suivante .

Définition . Un complexe de faisceaux d‘amplit\ﬁe)plate finie est dit par—

fait s'il vérifie 1l'une des conditions équivalentes du théoréme 4.4. .

—— .t i B S . M B

théorémes 4.2, et 4.3. .

44447, (i)rﬁ (ii) . Soient x un point de l'espace de base et V' uwn

ouvert contenant x . Soit enfin U'CV' un ouvert contenant x . Dans

© Ny yr €St un isomorphisme puisque F° est
,%, LA . . .

cohomologiquenent parfait, et la limite inductive de Ho1w lorsque U

parcourt les ouverts contenus dans U' et contenant U est un isomorphis-—

me. Pour U' assez petit 1'application canonique RI&(U‘,F? - RI;(V*,G')

_se factorise donc & travers un complexe parfait.

44,2, (ii) = (i) . Soient de nouveau x € U , un ouvert et considérons
des ouverts V .et U' tels que l'on ait les relations x€VCXKQCU'CU on

K est un compact fixe. On a un diagramme commutatif
. - - ' . l_ ‘ . . N
‘BE°RT(U' X V,R Joom{pr , Fypry @) ——s H° R Bom(RT (U*,F),RT (V,F))

HO _IL'T . ] : . . HOg

0 L 7 0
H (U'xV,DF'[@ G) < H (RT (U',DF) & RIY(V, 7))




Fi
&

—_—

ol on a posé F'= FJU' et G =F]V . Comme précédemment E°N rest un i

" e

b isomorphisme puisque F* est homologiquement parfait et lim 10r= Xl
x €V, U'DK

est un isomorphisme. Il en résulte encore que pour U' et V assez petit, 1
le morphisme de restriction RI‘(U',Fﬂ — RI‘(V,F? i.e. le morphisme de

restriction RI (U,F) = RT (V,F} se factorise & travers un complexe par-

fait.

5 , Caractérisation des complexes parfaits lorsque 1'anneau A est noethérien .

e e ae i e ot e P i L

Soit X un espace localement compact de A-dim—top finie olt
A est un anneau commutatif noethérien. Alors Ty vérifie la condition
A(a) (confer exposé 4). Rappelons {confer exposé 7, théoréme 3) la défi-

nition suivante :

Définition .

//V_‘
On dit qu'un complexe Qe%;§isceaux vérifie la condition de

Wilder si les systémes inductifs locaux sont essentiellement de type fini .

Cela signifie que pour tout point x et tout voisinage ouvert
U de x , il existe un voisinage ouvert ¥vC U tel que l'image de
y(u,r*) dams u%(v,F) par 1'homomorphisme de restriction soit de type

f£ini, lorsque F° vérifie la condition de Wilder .

5o e ProEosition °

Soit X un espace localémént compact de A-dim-top finie sur un

anmeau commutatif noethérien A . Alors les deux conditions suivantes sont

équivalentesg

N e , b .
| (i) F* est un _complexe parfait de Dapf(AX) o il

| iy e . . :
; (11) F° est un complexe vérifiant la condition de Wilder de
b -

: Dapf(AX) *
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Démonstration : Il est clair que (i) implique (ii) . Soit donc F° um
complexe de falsceaux vérifiant la condition (ii), et soit U un ouvert
paracompact de X contenant un point x . Soient U' , V des ouverts

et X un compact tel que l'on ait les inclusions

x}lecvcxcu cu
et tels que 1L'application canonique

RP(U,F°) — rI' (U',F)

se factorise A& travers un complexe de type fini M {cela est possible

d'aprés exposé 7, théoréme 3, i=#iii) } alors la restriction
RT (U,F) — RT (X,F)

se factorise & travers M . Comme on peut supposer que F' est un com-
plexe borné, c-mou et plat, donc (en particulier mou sur U) y €& mor—

phisme se réduit simplement A

r(v,r) — r(x,F)

et T(X,F) est un complexe borné et plat en chaque degré (cxposé 3) .
Pour démontrer que la restriction RI (U,F) - RT (V,F)} se factorise &

travers un complexe parfait il suffit de démontrer ie

)

Soient M" = N' wun morphisme de complexes de A-modules. Si

5.2. Lemme .

M' est de type fini en chaque degré et borné, et si N° est plat en cha-

que degré et borné, ce morphisme se factorise 3 travers un complexe par—

B f‘alt é

Démonstration : Supposons que l'on ait construit, pour tout p<n ou

P et n scont des entiers, un module libre de type fini 1P , des mor-

prismes b, if, 37 tels gue le diagramme
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p-1
Mp-1' dM 5 WP
A .\ilp—1 117
dp-1 .
fp-1 L kp
v v
NP~ - W
Pl
N

soit commutatif et gque di ° di—1==0 pour p < n-1 .

Si n est assez petit, ¢ela est évidemment possible puisque
les complexes, é&tant bornés, sont nuls en degré assez petits. Pour démon-
trer le lemme, il suffit donc de construire P, i, i et d§-1 .

Comme MY est de type fini, et que 1l'anneau A est noethérien,
, . e s u LA ot g
11 existe une présentation finie P2 - P1 - - 0 de ; comme est

plat, ont peut d'aprés D. Lazard, écrire N = lém Hy ot I est ordonné
o€l :
filtrant et Hy libre de type fini pour tout « . Considérons alors le

diagramme en traits pleins

2
v
B Lp
o
P, = ==~ > L
1 > @
A ) L 1n
N ¢ . o
A2 .7
A
£
A 4
0

Zg,ﬁ%id est l*application candnique de Hx dans 1lim Hy . Puisque P1

sg/l‘bre de type fini, on peut choisir o assez grand pour qu'il existe

une application vérifiant 1'égaltité

ina'ogw = ™ .v . Mais alors inauogy<:u est nul : utilisant le fait que

o n .
un- relévement @y de £ 1.e.




‘.,h-w.q-
ihebiid]

4

i

sy
B

T
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P2 est de type fini, on voit facilement qu'on peut augmenter o de fagon
a avoir aussi 1'égalité Pyon = 0 . Alors 9, se factorise & travers M° L

n Lo

et définit une application %y qui vérifie 1'égalité iqyo %y = f .

Nous sommes donc dans la situation représentée par le diagramme

commutatif suivant (en traits pleins)

dn—1
el " u”
\\gn—1
1 A
1&
fn~1 Ln—T_" e - 3 L R
a o
11wl o
¢/<; ' Cor
N Y
el 5 N
dn~1
N

Pour « assez grand il existe une application %y vérifiant

in od, = dET1 ?jn—1 car ™1 gst libre de type fini. Cette application

vérifie aussi les é&galités ("‘

. . n-1 1 L n-2 o
1na‘°(la0dM --daol ):O ’ anz'OdO.’o d -0 .,

On peut donc choisir « assez grand pour que qy vérifie déja les égalités

X n—1 .n—-1 - n~2
lC{OGM _d(YOl = 0 dCZOd = 0
car Mn"1 et Ln'-2 sont de type fini. L'indice o étart ainsi choisi,
. N . .n n ' n-1
o1 pose 1a:=1 y in, = J %y =L , qa =d .
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Exposé 10 o Z

Pt et et et et [

THEOREME DE BIDUALITE POUR LES FAISCEAUX PARFALITS

1 - . (d'aprés un exposé de G BARTHEL)

Dans cet exposé B désigne un armeau commutatif & élément unité,

“B - A une B-algdbre plate associative & élément wnité; X un espace loca- _ 55

lement compact possédant la propriété-'A(B)l(E.?.yexposé'4) et par sulte les o
propriétés A(a) et A(AP) (2.2, exposé 4). On note D( X) (resp. D(X Y, . '

resp. D( )) la catégorie dérivée de la catégorle des faisceaux de A-modules

A il

& gauche (resp. a dr01te, resp. de A@ A —modules) sur X .
B

1 . Dual d'un complexe de faisceau » . _ ;

Soit A S Q% une résolution fondamentale de X 1i.e. (2.1, exposé 4)
e résolution finie plate et c-molle du falsceau comstant. -A “par des fais-

| .. ceaux de AR Ao—modules. 801t A - I° une résolution de A par des Hl
Reme. o g T |

z“Ata-.Ao—deules injectifs. Comme -A est une B—algebre plate les composants i

|
%
de I° scont des A-modules (resp. A%-modules) injectifs EAPpendlce 1] . ;i{
Soit‘ 13;2 le complexe de faisceaux : . :

U.+—> Hom" (ch(U,Q%),I")
Cl'est uﬁ complexe -de falsceaux de A ® A° —modules injectifs (exposé 4). Le
complexe %f% est canoniquement isomorphe, dans_"_(A A) au complexe T (A) ‘{

; olr meX ~e est l'appllcatlon canonlque de X sur un point et ol
1

n : pY(a® A°Mod) » D (A A) est le foncteur adjoint au Foncteur L

B ]

D+(AXA) - D (a® A°-Mod) (exposé 4). Comme I° est une résolution in-
B




jective de A-modules (resp. A°-modules) 1le complexe ,‘@?i est canoniqueme%f ------- -
T . ] S
isomorphe dans D(AX) {resp. D(XA)) 3 m{aA) o n désigne cette fois le —

foncteur adjoint au foncteur R+ﬁ,: D+(AX) - D' (a-mod) (resp. ...) .

Pour tout complexe F de faisceaux de A-modules (resp. de Ao—modules)

on pose ¢
DF

g %OmA(Fe Cé};{)
(resp. Dy gzom;P(F, ?fi))

i

1.1.

On supprime les indices g et & lorsqu'aucune confusion n'en résulte. Les
foncteurs F b DI définis icl sur les catégories de complexes & homotoples
prés passent aux catégories dérivées et fournissent deux foncteurs de ﬁ(AX)

dans D(XA) et de D(XA) ‘dans D(AX) respectivement :

i1

. I
DT R}éomA(F,n A)
132. : '
D4F R Jhom (F,m’A)
A%

t

On supprime les indices g et d lorsqutaucune confusion n'en résulte.

1&3»' Défil’litiéﬂ .

Le complexe DF est appelé le dual du complexe F . Le foncteur

A

F » DF est appelé le foncteur dualisant (& droite ot & gauche lorsqu'il faut

gréciser) .

1.4. Proposition .

Seit £ : X - Y une application continue dans un espace localement
compact Y possédant la propriété A(B). Désignons par DX (resp. DY) le
_foncteur dualisant & gauche de X (resp. de Y). Pour tout objet. G de

'D—(AY) ;i1 exiéte un isomorphisme'fonctoriel :

X

| *
Tade s ' 'f'DYG‘= DG .




Pour tout objet F de D“(AX) il existe un isomorphisme fonctoriel :
1.4.2, REDF = D REF .

Lorsque le foncteur image directe par f£. est de dimension cohomologique
finie, l'isomorphisme 1.4.2. se prolonge en un isomorphisme défini pour tout

objet F de D(AX) .

On a des énoncés analogues pour les foncteurs dualisants a droite.

Preuve ¢ Soit 7T : Y- e ll'application canonique de Y sur un point. On a

un isomorphisme canonigque

1! !
ETA=T1A.

Les formules 1.4.1. et.j.4.2o peuvent donc se lire
1 ! 11
£'R Foom(a,1°A) = R Fbom(£*G,£'7°4) ,

~ RER Hom(F, £ 7 A) = R Zi’éom(Rf,F‘,»r!A) .

1¢5. Corocllaire .

Lorsque X est paracompact, on a, pour tout objet F de D(AX) des

isomorphismes canoniques :

Exti(Rl"c (X,F),A) = H(X,DF)

Clest un caS'barticulief de la formule 1.4,2. .

Le théoréme de Bidualité .

Désignons par bidg(F) : F - DdDgF s FE obD(AX) (resp.

bidd(F) : F - DgD F, FE obD(XA)) le morphisme canonique de bidualité et

d

par D (,¥) (resp. D

parf Parf(XA)) ila catégorie Ees qomplexgs parfaits de

faisceaux de A-modules (respe de Aoqnodules)r[Exposé 9] .




2.1, Théoréme .

Soit F € ob Db(AX) (resp. ob D(X,)) wn complexe parfaif .

1) Le complexe Dg F (resp.. "Dy F) est parfait .

2) Le morphisme de bidualité

bid (F) s F-» D D F
o(F) a Py

(resp. bidd(F) : F =D DdF')

est un isomorphisme . N SRLEE

En particulierjla restriction du foncteur Dg {resp. Dd) ala
catégorie des complexes parfaits établit une antiéquivalence entre

Dparf(AX) et Dparf(XA) (resp. Dparf(XA) et Dparf(AX)) -

2,2, Démonstration de Ia premiére assertion du théoréme 2.71. . {

Nous nous bornerons a démontrer que Dg(F) est parfait. La partie

(resp. ) de l'assertion stobtient alors en remplagant . A _par a° .

D'aprés la définition des complexes parfaifs, (Bxposé 9), il faut

mnontrer que i
a) DF * est un complexc borné dfamplitude plate finie.

b) Pour tout = € U les systémes inductifs locaux ;
x € UbF—> RT (U,DF)
sont cssentiellement parfaits . - ~ -

' Le complexe F étant parfait, est d'amplitude plate. finie. I1 ré-
sulte alors de la formule de projection (Bxposé 3) que pour tout cuvert U

de X , le complexc RI;(U,F) est d'amplitude plate finie contenue dans un

intervalle [m,n] indépendant de U .Soient x € X et U un voisinage ou-
. ‘ {




[P

vert de x . Le cbmplexe F étant parfait il existe un voisinage ouvert V

de x , VC U, tel que le morphisme canonique
2.2. 1. RT(V,F) —> ch(U,'F)

se factorise dans la catégorie dérivéc A travers un complexe parfait de A-
modules. On en déduit que le morphisme (2.2.1.) se factorise
& travers un complexe parfait d'amplitude libre contenue dans [myn]

suite pour tout x € X le pro-objet & valeurs dans D(4)

X € Uk RI”C(U,‘F)

est isomorphe & un pro-objet i Li oll pour tout i , Li est un complexe
parfait d*amplitude libre contenue dans [m,n] (exposé 6) . Par ailleurs, pour
tout ouvert UC X , on a un isomorphisme canonique, compatible avec leg res—

trictions aux ouverts plus petits (1.4.2.)
RD (U,DF) = RHom_A(R I‘C(U,F) A)

Par suite le Ind-objet Ut RI'(U,DF) est isomorphe & wn Ind-objet

ik L? olt les L§ sont des complexes parfaits de A%-modules d'amplitude
libre ¢[-n,-m]. Il en résulte tout d'abord que les systémes inductifs lo-
caux x € Uk RT (U,DF) sont cssentiellement parfaits d'ou la propriété b)e
Démontrons a) « Tout d'abord, il résulte de ce qui précéde que pour tout

x € ¥, le complexe fibre DFX est borné d'amplitude cohomologique contenu
dans [-n,-m}. Par suite DF est un complexe borné. De plus, pour tout A-
module M , la formule de projection fournit un isomorphisme pour tout com-
pact K& X :

I I
RT (X,DF ® M) >~ RT (X,DF) ® M
A A

Comme pour tout point x € X , le Ind-objet

x € X —> RI"(X,DF)

indexé par les voisinages compacts de x , est isomorphe & un Ind-objet
ip L* oll les L* sont des complexes parfaits d'amplitude libre contenue

dans [Hn,-m] ’ 1e complexe fibre (Dth M) est d'amplitude cohomologique
A
contenue dans [-n,-m] . Par suite le complexe DF est d'amplitude plate

finie .




BNl e s B YR I

g g ity el

|
|

2+3. Remarque .

(i

Soient [m,n] 1'emplitude plate de F , p la A-dimension cohomolo~

gique de X , La démonstration précédente montre que 1'amplitude plate de

DF est contenue dans L -(n+p),-m] .

2.4, Démonstration de la deuxiéme assertion du théoréme 2.7. .

Nous nous bornerons a démontrer que 'bidg(F) est un isomorphisme,
La partie (resp.) de 1'assertion s'cbtient alors en changeant A eh FA
Soient F wun objet de D"(AX) (non nécessairement parfait), U un ouvert
paracompact de X , X un compact de X , kC U . On a alors quatre morphismes

canoniques

[ & . : RT (U,DDF) *%RHom(RFC(U, F), &)

U
6., ¢ RT_ (U,DF) = RHom(RT (X,F),A)
2400, X X
) pUK:RP(U,F) —> RT (X,F)
¢

\1K’U PRI (p,D?) — RI’C(U,DF‘)

L'isomorphisme 6U est défini comme suit : l'ouvert U étant paracompact,
le foncteur "sections sur U" est de dimension cohomologique finie et est
par suite dérivablec cn l'objet DDF {qui est un complexe non nécessairement

borné inférieurement), De plus on a un isomorphisme
!
RI" (U,DDF)} = RHom(U,DF,mm A)
Le théoréme de dualité fournit alors un isomorphisme
1
RHom(U,DF,mr"A) == RHom(RI"c(U,DF),A) .
L'isomorphisme aU est alors l'isomorphisme composé.

L'isomorphisme {SK est défini comme suit : le foncteur "sections &
support dans X" est dérivable en DF {qui est un objet de D+(XA)) . De

lus, on a un isomorphisme
P ’

. 1 .
RT_ (U,DF) = RHom(F ® B_ , 1 A) . l_
X N




-7 -
Le théoréme de dﬁaiité fournit alors un isomorphisme E
; RHom(F % BK,n!A) = RHom(R['(K,F),A) .
é , o
; L'isomorphisme 8y. est alors 1l'isomorphisme composé .
% Le morphisme pU,K est le morphisme de restriction des scctiona,

Le morphisme iK U provient de 1'injection deés sections & supports dans K
¥

dans les sections & supports compacts contenus dans U .

t
;smes Les morphismes 2.4.1. permettent alors de construire un diagramme :
2e4.2,
: Sy , RHOm(iK U,A) ' _ : RHom(aK,A) ,
RC(U,DDF) —=> RHom(ch(U,DF),A) ! ;:RHom(RFK(U,DF),A)45___21___f.RHom(RHom(RYfK,F)ALA)
RC(U, bid(F)) - - Bid(RT(K,F))
? ‘pU,K . .
RF(U,F) — : > RF(Ks‘F)

nt
2:4.3. Lemme .
Le diagramme 2.4.2. est comfutatif .

La preuve du lemme est reporté au prochain alinéa. Montrons qgue le
lemme 2.4,3. entraine 1'assertion 2) du théoréme 2.1, . Soit F wun complexe
parfait. Il suffit de montrer que pour tout x & X , les morphismes

R(U,bid(F)} induisent un isomorphisme du Ind-objet . .

¥ € U ouvert paracompact. F—= RP(U{F)V,A

e

_sur le Ind-objet

x € U ouvert paracompact > RI'(U,DDF) .




Mais le diagramme 2.4.2. fait apparaitre six Ind-objets de p(A)

x €U ouvert paracompact —> R (U,F)

x € U ouvert paracompacti——a-RF(U,DDF)

x € U ouvert paracompacti——P-RHom(RF (v, DF ), A)

x € K voisinage compact > RHom(RF (u,DF),A) ,

x € X voisinage compact = RHom(RHom(RF(K,F),A),A) s

x € ¥ voisinage compact > RT{K,F)

De plus les morphismes du diagramme 2.4.2. définissent aix morphismes, des
Ind-objets correspondants et la commutativité du diagramme 2.4. 2. entraine
1a commutativité du diagramme de Ind-objets correspondant. 11 est clair que
les isomorphismes 6U et RHom(a ,A) définiasent des jgsomorphismes de

Ind-objets et on vérifie immédiatement que les. morphismes p(U K) et

| _ RHom(l U’A) définigsent des isomorphismes de Ind-objets. Le Ind-objet

T

x € KXo RF(K,F) ttant essentiellement parfait, le morphisme de Ind-objets

défini par les morphismes de pidualités bid(RT(X,F)) est un jsomorphisme.
11 en résulte que le morphisme de Ind-objets défini par les morphismes l

RC(U,bid(F)) est un isomorphisme. q.eede

2,5, Démonstration du lemme 2.4.3. s

Soit F° un complexe C-mou borné supéricurcment de falsceaun de
A-modules. Tout complexe borné supérieurcment est quasi isomorphe 4 un tel

complexe.
a) Le morphisme B_id(F°) : 7 - Jhom® (Shom™ (¥, "Z‘;;{), ‘Zg;{) est défini
de lamadiére évidente, Soit U un ouvert de X et

Bia(F*)(U) ¢ T(U,F") 5 (U, Joon' (Jhom' (F, B 3)s T3))

le morpnlsme déterminé par pia(r'). Soieat V wun ouvert, VC U, v un
entier, e F(U}Fn) . c( v) = (cg) € Bt Hom{ V3 FP 7§q) . Le morphisme

., q-p=r
Bid(F°)(U) est déterminé par les relations @




(n+r) (n+rs1)
2.5.1. BaE) (O - () 2 () .

Ltimage de Bid(F°) dans D(AX) est, par définition, le morphisme de bidua-
lité. Comme U est paracompact de B-dimension topologique finie, I(U,F)
est canoniquement isomorphe dams D( AX) & TC'(U,F) . Le complexe

Foom® ( Jfom® (F*, 7‘;;{), 75}‘{) est canoniquement isomorphe dans la catégorie

dérivée & DDF (1.1.) . Comme dhom' ( Fom" (F°, 7:;{), °(_‘,’;() est un complexe

de faisceaw; flasques, I'(U, %om°( %om°(F°,‘?f}'{),‘zf;{) est canoniquement isomor-
phe dans D(A) & &RI(U,DDF) .

. Par suite, 1'image dang la catégorie D(A) du morphisme Bid(F°)(U)

défini par les relations 2.5.71. est canoniquement isomorphe & rRI'{U,bid(F")).

b) L¥mage dans la catégorie D(A) de 1'isomorphisme
2.5.2, r(u, Hom* ( Foom® (7*, "f}‘(), ‘6’5{)) =~ Hom® (U°, dbom’® (F°, "G’;{), ”(_f;()
est, & _isomorphisme canonique prés

’ 1
RI'(U,DDF) == RHom® (U" ,DF,mm'A) &

Avec les notations de 4.5.7. exp. 4 , désignons par
W(n/u,10,) ¢ T (U, Ty) — T

le morphisme d'adjonction.. Comme le complexer F' est c-mou, il résulte de

la proposition 4.8. exposé 4 que lc morphisme composé

r1° (1T (u,?)) |
Hom°(U-, '%Om‘ (F° ' cé %)fc{;;{) c S Hom® (FC(U,zom“ (F. y f%)):rc(U! f;{))

2.5.3,

. : . - "composition avec M(IL/U,I',Q.)"
Hom (I"C(U, Fon® (F*, ‘ﬁ;{)sl) < - &
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est canoniquement isomorphe, dans la catégoric D(A), & 1'isomorphisme de {

dualité :

1
RHom{U,DF,71 A) == RHom(RTC(U,DF),A) .

Le composant de degré n du complexe T'(U, Foom® ( }ﬁom“(F”,?fi), 75%))
ast 3

| HlHom(U; o Zgom(Fp;czfg), z?;+r) .

T q-p=r

Un élément de ce A-nodule est donc défini par une famille

(BJ)pcg + By €Hom(y, W Z@om(Fp{f;),‘éﬁ”) ,

T ] :
S e PER . e -

o pour ‘tout ouvert VU U T

b (V) € Hlon( 1 Bon(V,7%, T 9, TE™)

associe & tout élément .
(r) _ /oy g LoD 24
oV = (Gp)q~p=r i oy § Hom(V ; FY, fo)

1

un élément

5,(NE™) e THwW) .
le composant de degré n du complexe ﬁom'(fc(U, 3gom'(F°, Zf%),l') est
1 Hon(r (v, B'éomr(F",‘_'é;{)),Imr)
Un é&lément de ce complexe est donc une famille .

(BJ:"):L"E 7z ! B;,. € _Hom(I‘é(U, %Omr(FG . ﬁ;{))',ln-z-r) IS

o B; associe & toute famille

) (Tg) € U Hom(U,F, TJ)
q-p=r
ol les supports des Tg sont contenus dans un compact fixe de U indépendant

de (p,q) , un é&lément

vl

‘.

B;(T(r)) ¢ T
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_.Le composé des morphismes 2.5.2. ct 2.5.3. st -donc le morphisme

(ﬁ)rEZ (Qpréz !

ol pour tout r € Z

2.5.4. p:(r(")) < (/0,70 03) o8, () (rF))

Il résulte alors de ce qui précéde que le morphisme 6U du diagramme

2.5.7. est canoniquement isomorphe, dans la catégorie D(A) au morphisme

déterminé par les relations 2.5.4. .

c) Comme le complexe Hom® (F°, 7? } est flasque, pour tout compact
X< U, le complexe T (U Jgom (r*, foﬁ) est - canoniquement isomorphe, dans
la catégorie D(A) , au complexe RFK(U,DF) « De plus, le morphisme d'inclu-—

sion ce
FK(U’ g(fomo (F. ' CZ: ;{)) — TC(U,%Oma (FS ¥ ng;{))
n'est autre que le morphismc

i(x,U) RI‘I'C‘(U,DF) -:;RI‘C(U,DF) .

d) soit T(r) =(tHe 1 Hom(U’F ﬂjcl , ume famille de morphismes
q-p=r
& supports dans K . Il résulte de a), b) et ¢) que le morphisme de complexes :

2.5.5. - P(Y,PT) —> Hom’ (0, (U, dom' (7', T ))T') o

qui associc & tout &lément fn € F(U;Fn) la famille

(By) € T Hon(ry (v, Hon® (5, G 5), 70

déterminée par les relations @
‘ (n+r) (nir+1) :
2.5.6. B'If(’i'(r)) = (-1) 2 Mn+r(fl/U,I°,Q;{) orrﬁ‘"r(fn)

est canoniquement isomorphe, dans la catégorie D(A) , au morphisme composé :
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0. 58) RI‘(U;bid(F)l RF(U,DDF)——EI-I;RHom(RI‘C(U,DF),A) Riom(iy 1s4)
— ‘

m,wm)

e) Le complexe F° étant c-mou, le complexe P(K,F‘) est canonique-

ment isomorphe dans p{A) au complexe RF(K,F') , et le morphisme de res-
triction
r(u,r') —> r(xF")

ntest autre que le morphisme pU gt RF(U F* ) - RF(K P )
£) Comme le complexe 1° est injectif, le complexe
Hom® {Hom® (T(X,T*),I°)I') est canoniquement isomorphe dans D(A) , au complexe

'RHom(RHom(RT(K 1 ), A) A} . Un élément de degré n du complexe
Hom® ( Hom” (r(x,F’ Y, I°),1° } est une famille : '

. oy L1F
(), g€l Hom(Hon™ (T(X,F*),T°),17 )
T
ol pour tout r € Z .8 associe & la famille (

(7)o (e m Hom(r (X,F¥),17)
. q-p=r :

un élément

B tpf(T"(r)) e ™

I1 résulte alors de e)- que le morphisme de complexes

r(u,r') —> Hom® (Hom® (T(X,F*),I*),1)

qui associe & tout élément e r(u,F) la famille (wr)réiz déterminé par

les relations

(ner) (ntr+1)

2.5.7. cpr('r"(r)) = (-1) 2 - T;n*'r(fn/zc)

est canoniquement isomorphe, dans D(A) , au morphisme composé !

bld(RI‘(K FY)

- R, F ) RT‘(K F') > Riom({RHom(RI (K, F) ,A),8) - [
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g) Comme le complexe 06}'( eat inject_i'f, le complexe Hom' (F‘,%BK’??;()
3 * T
est canoniquement isomorphe, dams D(A) , au complexe RHom(F ®B., ma) .

que- Un élément de degré n du complexe Hom® (F' ®BK ,7;) est uae famille

- A,rn(l“‘l) = (r n+r) €.1 Hom(F ®BK ,C(fn+r)

Y+

ou, pour tout ouvert VC U, 'rr associe & toute section £'I.‘€I‘(Vn K,Fr) -

une section *rl{_n+r(v)(f'r) S 'f?;r(\f) + Le morphisme canonique

)
RrK(mR Hoom(F* ,1°0)) —> RHom(F@BK . II!A) .
: B

n'est autre que, dans la catégoric dérivéc, ie morphisme de complexe
I‘K(U,Uc%om' (F' ' ’(f;c)) —> Hom' (F° ®BK, ‘(‘9";{)

{ qui associe & tout &lément de degré n (n) =(T n+r)€HHom(U Fr ‘ém'r)
(n) (T,n-&-r) ot

a

N . RS 6
ou les 'rrj'r sont a supports dans X , la famllle des 7' y

R . pour ,_tpp,t_éx_l{ier r € et pour tout ouvert VC U R 'r]; +,r____,est déterminé

par la I'ci_ation
- . 2,5.8. -r;\nﬂ"(v)(f!r) =‘rn+r(V)(f'r)

ol l'on remarqu.era que polr donner un sens au deuxidme membre il faut utilicer

" le Fait.que 1' T st & support dans K .

'né ;Earg ) Comme le complexe F est c-mou, il résulte de la proposition 4.8.,

exposé 4, que lc morphisme de complexes

Hom' (F*®B_ , %€ 2) — tiom” (T(X,F"), I} .
i SRS A

qui & tout élément de degre n, T'(n) (T‘n+r)GIIHom(F ®B ,cévn-[—r) associe
r
1‘1+I‘)

1'élément T"(n) (’r“n+r)EHHom(I'(K iy ) I
r

y déterminé par les relations




i
i
i

i

i
e
:
i
3
3,

T Ao L
R A e S e e

2.5.9, Tnl’l+1‘(f1") - MJ"L+I‘(H/U’I. ’Qe) o T'l’l—%r(fl") , \
r X r (
est canonidquement isomorphe dans D(A) alz morphisme de dualité

1
Riom(F* ® By , I°A) == RHom{RT{K,F),A)
B _

I1 pésulte alors de 2.5.8. et 2.5.9. que le morphisme de complexes

i

FK(U, g@om'(F', 7?;)) ——> Hom'(F(K,F'),I')

qui & un élément de degré n , T(n) associe 1'élément T"(n):=(T;n+r)

déterminé par les relations

: _ : o e 47
2.5.10, T (0, 10,00) ol

est canoniquement isomorphe dans D(A) au morphisme

by RI‘K(U,R Hom(r* ,II-!A)) —3> RHom(RI'(K,F" },4)

h) Comme I° est un complexe injectif, les complexes
Hom' (F (U, gﬁom (r°, ?; 1,1°) et Hom® (Hom" (P(X,F'),1°),I") sont canoni-
quement isomorphes dans D(A) aux complexes RHom(RF (u,rR ggom(F ;1 A) A)
et Riom(RHom(RI'(X,F" },A),A) respectivement.

En utilisant les notations de £) et de d) et la formule 2.5.10.,

on voit gue le morphisme de complexes

Hom® ( Hom' (I‘(KF)I)I)%Hom(I‘ (U,Z{,om(F < AP

" qui associe en degré n & tout élément (¢r)r€52 1'élément (B")rEEZ

déterminé par les relations :

este gl = o (@ ) o))

est canoniquement isomorphe,; dans D(A), au morphisne

RHom(&K,A) :RHom(RHom(RT(K,F'),A),A) - RHom(RFK(U,R gﬁom(F',H!A),A) .
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Par suite, en combinant 2.5.11. ¢t 2.5.7. , on voit que le morphisme de

comElexes

P(U,F") —— Hom' (I, (U, K on” (5, 6 1)), 1°)

qui. associe & tout Me F(U,Fn) 1télément (B;)réiz déterminé par leg

relations
(n+r) (ner+1)
2.5.12. pr(e )y 2 () 2 M/, 0p) oy (£7)

est canoniquement isomorphe, dans D{(A), au morphisme composé

( ) Py.x ( ) pig(RC(X,F°)) ( - ya).a) RHom(éK,A)
R(U,F* ) —2 3 RU(X, P’ > RHom(RHom(RT'(X,F* ),A),A _..7

= ! | | ; f—mngPK(U,DF°),A)S

La comparaison des formules 2,5.12. et 2.5.6., montre alors que le diagramme

2.4520 cst Co:mmutatif 3

246, Corollaire .

Soit F un complexe parfait de faisceaux de A-modules sur X . Il

existe un isomorphisme

RI(X,F) = RHom(RFC(X,DF),A')

Preuve . Ctest le théordme de dualité appligqué au complexe DF combiné avec
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PRODUIT TENSORIEL TOTAL

S0it X wun espace topologique. La lettre A désigne une algebre
unitaire sur un anneau dommutatif A . Par AX (resp. XA) on représente
la catégorie des faisceaux de A-module & gauche (resp., & droite) sur X .

On rapbelle qu'un faisceau est dit A-plat si ses fibres sont A-

plates .

iL }
Définition du foncteur ®k (Left derived functor of &)

. -.Spient F' un complexe de faisceaux de A-modules & droite et
G' un complexe de faisceaux de A-modules & gauche. On sait que le pro-
duit tensoriel F' ® G' est le complexe qui, en degré n , est donné par

la formule

el -(F.f:%, e ) =l FPagl,

p+g=n
Sur le sommande pri ad s la différentielle K es£ définie par

dn=d§®1f(—;l)P1Qd§ .

Lle complexe F° ® G° est donc un complexe de A-biModules., Soit XK' un
- A

complexe de faisceaux de A-Modules. On se propose de définir un isomor~

phisme’ naturel de complexes de A-modules, fonctoriel en F',G7,K @

(1) w(F,G,X) ¢ Hom (F° » 6*,K") S Hom (F*, dbom; (a*,K)) .




Pour ce faire, soit

P

w

(2) p(FP,Gq,Kr) : Hom (FP ¢t Kr) = Hom (Fp Zgom (Gq Kr))

1'isomorphisme naturel d'adjonction bien connu ; un élément £ de

HomA(F':E G",X°) est une famille (fp,q,r)P S ot £P1T est un &le-
¥y

de Hom (Fp ® Gq,Kr) .
AT

' Dé mlme, un élément de Hom' (F . Zﬁom (G*,x")) est une famille d'élé~

ments de Hom(F . ngm Gq ,K') . On pose alors
w(F G ()P 1T = u(FP, e, ) (£ %)

et p(FG;X) est un isomorphisme de complexes lorsque 1ton définit sur

Hom' (X,Y) 1la différentielle par la formule a'r = (gFP*ePy (- 1)n+1fp+1dp);)€%

lorsque f = (fp)pEEZ est un élément de degré. n . (Attentlon ce n'est pas

la différentielle utilisée dans [H] ! ) .

7.1. Lemme .

7

Soient F° un complexe acyclique de faisceaux de A-Modules & droite,

P' un complexe limité & droite de faisceaux de A-modules A gauche A-plats.

Dang ces conditions, le complexe F’i% P°  est acyclique .

Démonstration : Soit X' un complexe de 1 (X ) . En chague degré

e e e e e et et Bt

puisque_ P est A-plat et que K est A-injectif, ce dernier faisceau est

A-injectif (appliquer la formule d'adjonction (2)). Le complexe Zzme(P',K°)
_est doﬁc un objet de I (X ) « Il résulte de [H] chap. I, 1emme 6.2 que

HomA(F E@om (G*,X")) est acycligue. Appllquons donc 1‘1somorphlsme (1)
néus'voyons que le‘complexe Hom, (F ® G, ) est acycligue pour tout
A :

K'e T (X ) . En particulier soit X° un complexe nul en chaque degré non
aul 3 ona O = H'Hom! (F ® G°,K') = Hom, (B (F* ® @°),x”) ., Prenons pour x°
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un  A-Module injectif tel qu'il existe un monomorphisme H"n(F'*E a) -k

I1 résulte de notre égalité que (P ® G°) est nul pour tout n . [“m \

A [
1.2. On peut donc (confer [H] chap. I, théoréme 5.1.) dériver & gauche le
foncteur P° @ ? : K(AX) - K(AX) . On désigne ce nouveau foncteur par

f
F* % ? s D_(AX) - D(AX) « I1 est clair que l'on définit un foncteur

x(x,) x D7(,X) A'D‘(AX)

en posant _ L 7
LGP PTG .
A

D*aprés le lemme 1.1., ce foncteur transforme quasi-isomorphismes de 1'argu-

ment F°  en isomorphismes, il induit donc un foncteur noté encore

L -
Rt D(XA) X D (AX) - D(Ax) . On définit de méme un- foncteur

L ) i B :
L . ) . . ] S A

R' :+ D (XA) X D(Aﬁ) 2 D(AX) Les restrictions &4 D (XA) X D (AX) de ces |
deux foncteurs sont lsomorphes . (
1+3. Propositiom .

Tl existe des isomorphismes trifonctoriels

) Lo , . .

RHomA(F ? G*,H") _——-: RHomA(F ,RgaomA(G,H))
E" a ® & a LY

RZfomA(F % G°,B') —> RZtomA(F . Rgzqu(G,H))

(Fewn(x,) , e v (X)) , HEWUD (X))

Démonstration : résulte essentiellement de la formule d'adjonction (1) et

du fait déja rencontré dans (1,1) que &§OmA(G,H) est un objet de

1 I+(§A) si G € (ZgD_(AX) est un complexe de Modules plats et H € G%‘D+(XA)

un complexe de Modules injectifs .
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1.4, Considérons maintenant la situation F Eé&Z(XA) , G Ef?ﬂ(AX) H E(ig(AX),

On vérifie sans peine que la formule d'adjonction

gomA(F,HomA(G,H)) e HomA(F % G,H)

induit la formule

iHomA(F, QZOmA(G,H))=¥ HomA(F % G,H)

ol 1la structure de A-Module a gauche de F'% @ est induitapar'celle de G .

T1 en résulte encore que si H est A-injectif et s1i G considéré comme
A-Module est A plat, alors HomA(G,H) est A-injectif. On en déduit les

formules d'adjonctions suivantes :

Proposition .

Dans la situation F° € LQLD(XA)', G"GCZ£D_(AX) , H E(ﬁﬂD+(AX) .

il existe des isomorphismes trifonctoriels:

RHo'mA(F ,RggomA(G JHY)) == RHomA(F %}G L)

Rggomi(F',JﬁgﬁomA(G',H”)) N IiggbmA(F' % @ ,H) .

lorsque A est un A-Module A-plat .

En effet tout A-Module est alors le quotient d'un A-Module A-plat

car, en vertu de l'isomorphisme
MR G (MR A) R G
A A A

et du fait que A est A-plat, tout Module A-plat est automatiquement

A""Plat °
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On suppose dans ce paragraphe que l'anneau A est plat sur A . On

désigne par A¥ 1'anneau opposé de A . T1 résulte de [CE], chap. X, § 2,

que les catégories AEA et .gﬁ*ébA sont équivalentes . Dans la situation
iy
G €U X y M E (ZﬁA%X , N € {Z£AX » 11 existe un isomorphisme trifonc-

_.A*@‘A
A
toriel
(G M) N~ g s '(}I%N)
e A A*%A
qui montre {prendre N = A) que si G est A*l% A-plat & droite, alors

G est A¥-plat & droite, i.e. A-plat & gauche .

2+1. On se propose de définir un foncteur

5 D(XA) x D7(,X,) - D(XA)

tel que le diagramme

i
D(x,) x D7(,%,) —® D(x,)
idx0 o
L
D) X D7(X) — 2 p(x))

soit commutatif A isomorphisme fonctoriel prés (ou a note 0 1les foncteurs
induits par les "foncteurs oublig" qui sont exacts et passent donc aux caté-

gories dérivées) , Cette Propriété justifie le fait que l'on conserve la méme
L
notation ® pour désigner ce foncteur. Soit donc F' wun conplexe de K(XA)

et P’ un complexe de -D“(AXA) o~ Db(XA*QA) -qu.i soit A% cj\a A -plat en cha-
A

que degré. Le complexe F' @ P est acyclique si F" 1'est puisque d'aprés
A

A

ce qui précéde P' est A plat a gauche et qu'il est donc loisible d'appli-

quer le lemme 1.,7. . Ce résultat et [H] chap. I, 5.7. montrent immédiatement




qu'on peut dériver le foncteur

!
|
|

fi:XAXAXA—’XA

et obtenir le résultat indiqué.

2.2. Proposition .

Dans la situation F' ¢ V}D(XA) , G € (Z@D-(AXA) X e ¢OF D+(XA)' il

existe ded isomorphismes trifonctoriels

il
) RHomA(thﬁ G L,xK") S RHomA(F ' RggomA(G )

s n’Le oy ~ ‘-E. [ * *
Ré@omA(F %TG ,K°) S REbomA(F ,R ggomA(G LK)

Démonstration immédiate . 81 A est commutatif les isomorphismes précé-

dents sont bien sur ceux de %.3. .

2.3. Revenons & [CE] chap. IX, § 2 . Dans la situation M € LZ&(XA*) R

N € .(Zé;—(XA) ) C € i X, = C%XA@ A%

A

on a un isomorphisme trifonctoriel ’

H (Mf N,C) 5 HomA*(M,HomA(N,C)) .

OMp & %
A

Il en résulte gque si C. est. A ? Afﬂ-iﬁjectif alors C est A*-injectif
a droité, donc A-injectif A gauche . (faire_ N=A dans la formule 4d'ad-
jonction) .
Un raiscormement analogue & celui de 2.1. nous permet de construire
un foncteur - RHom : D(X,) X pt( X))~ D(a)y (catégorie dérivée de celle de

A-module & droite) - tel que le diagramme




+ - RHom o
id X © 0
RH
D(X,) X D+(AX) on D{4)

soit commutatif .

On définirait de m2me un foncteur R dJdGom : D(XA) X D+(AXA) - D(XA) .
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