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COHOMOLOGIE A SUPPORT DANS UN FERME

D'aprés un exposé de J,-L. VERDIER & Oberwolfach
rédigé par G. BARTHEL

1 . Définitions des foncteurs 'Hg et :hgg N C e e s

Soit Y un espace topologique, A uh anneau a £lément unité,_gt YA
la catégorie des faisceaux de -A-modules unitaires & gauche de base Y .
Soit K un fermé de Y et Ay son faigceau caractéristique. Pour tout
faisceau F € Ob YA‘ on pose

0]
HK(Y,F) = HOTﬂ(AK,F) L3
On utilise aussi les notations FK(Y,F) et HO(Y,Y-K;F) .
K étant fermé, la suite

0 —» AY-KNA} A —> AK —> O,

est exacte. En appliquant.le foncteur Hom(?,F) on. obtient la suite
0 ~—> Hom(AK?F) ~~> Hom(A,F) -= Hom(AY_K,F)

qui est exacte. Par conséquent Hom(A ;F) est le noyau de l'homomorphisme
Hom(A F) = Hom(AY K,F) ; clest~a-dire du morphlsme de regtriction
" (Y F) - H (Y—K F) Les éléments de H (Y F) sont donc les sections qlo—

bales de F a support dans K , ce qui Justlfle la notatlon r (Y F)

Définissons de mér:= un foncteur J§ g par la formule

%;F - '}gm(AK,F) .




a

I1 est immédiat que l'on a les égalités

P g O

0

It

et ;ggp(u) = HgnU(q,F)

autrement 4it 3@2}? est le Paisceau

0
U b KnU(U F) .

Propriétés élémentaires des foncteurs Hg et :ﬁfg_”?

Les propriétés é&lémentaires des Ffoncteurs définis dans 1 . sont résu-

mées dans les assertions ci~dessous.

2,1§L"ﬁg(?”9) est un foncteur covariant, additif, exact & gauche de la caté-

gorie Y, dans la catégorie des A-modules.

A {
S—

2.2, ZE:K est un foncteur covariant, additif, exact & gauche de la catégorle

YA dans elle-méme .

2.3, Le foncteur 5@2 est adjoint & droite au foncteur ?K « C'est wne con-

séquence de la formule dtadjonction’
Hom(F, Jlom{a,G)) = Hom(F ® A6)

et de 1'isomorphisme entre Fe et F® Ay
2.4, u(y, gég?) = HE(Y,?)
2.5, ék?gf transforme des objets injectifs en objets injectifs (d'aprés 2.3.).

2.6. Hg,(y, %EF) = HgﬂK,(Y,F) - Cela résulte de la définition, de 2.3. et

de la formule

Pl = Fepgr




2.7. 81 F est un faisteau flasque, la suite

PR

0 - Hg(Y,F) - HO(Y,F) — HO(Y-K,F) - 0

est exacte.

Foncteurs dérivés des foncteurs Hg et 382 .

La catégorie YA posséde assez d'objets injectifs, par conséquent les

foncteurs dérivés droits R- HO et 'R;;%ﬁg existent. On les note H. resp.

i X K
QZK-, on a d'ailleurs
H;(Y,F) = Extl(AK,F)

et BT PSR

3-1. Proposition .

. . i P .
Pour tout faisceau F , le faisceau ggE:F est associé au préfaisceau

: i
U—> HKAnU(U,F) .

Cela résulte immédiatement des définitions .

3.2. Proposition .

Pour tout faisceau F , la suite

0 —> HE(Y,F) - HO(Y,F) — HO(Y-K,F) — H;{(Y,F) - H1(Y,F) — eeve

est exacte .

Démonstration :

La suite de faisceaux

04, >ADA 0
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est exacte. Si on applique le foncteur contravariant exact & gauche Hom(?,F)

on obtient une suite exacte longue de foncteurs dérivés qui donne le résulta?

3.3. Proposition .

Les faisceaux PFoer RV (FlY-X) sont isomorphes pour tout
¥t &t *

i 22 . (i désigne 1'inclusion de Y-¥ dans Y) .

Démonstration :

On a une suite exacte longue de foncteurs dérivés

coo= R (A, F) - R1“1%W1AY_K,F) = R Hon(a,F) = R Hoon(a,F) ...

Le foncteur JHhm(4,?) est exact puisque isomorphe au Foncteur IdY H
A

par conséquent on a Rlﬁim(A,?) =0 pour i 2 1 . La proposition résulte alors

de l'isomorphisme entre (Zﬁﬂn(AY_K,F) et i, (Fiv-x) .

3:3.1, Corcllaire . !

""‘"c')ri‘:"él”""(';?Z'T%')’y = 1im BTN (VV N KGF)  pour tout point v € ¥ et pour
V3

En effet, le faisceau associé au préfaisceau

V— Hi"1(V—V N x,F)

n'est autre que R i (FlY-x) .

3.3.2. Corollaire o

Les faisceaux gﬁfil? sont concentrés sur la frontiére de X - pour

iz1 etsur X pour i =20,

Démonstration :

La premiére assertion est - pour i = 2 - une conséquence immédiate de

3.3.1. . Pour terminer la démonstration, on considére la suite exacte
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1

eny(HE) = 8 (v,F)

0 —> HEQV(V,F) — 1%(v,F) = 8o(v-v N K, F) —> #
olh. V est un voisinage ouvert d'un point y € Y . 51 y n'appartient pas a
X , on peut supposer que V et KX sont disjoints, alors Hl(VyF) et
i
xnv

V est contenu dans K , on a HO(V—V N K,F) = 0 . Passant & la limite induc~

H'(V-v N X,F) sont isomorphes, et H (V,F) est nul . Dfautre part, si
tive on trouve bien zéro dans le premier cas, dans le deuxiéme cas on obtient
une suite exacte
0— (H1r) — 1im HY(V,F) ,
X ¥ yev

d'ol notre assertion puisque 1lim H1(V,F) est nulle .
. N . y V "

Suites spectrales et passage & la catégorie dérivée .

Bien entendu, quelques formules énoncées dans 2. donnent naissance a
de suites spectrales. On a les suites spectrales suivantes (dont nous donnons

les termes Eg’q et_l‘aboutissement) :

4.1, Eg’q =HP(Y,J(,’"§F) = u Uy,F) .

Cela résulte de la formule

el O/ 7700y :
B (Y,F) = B (Y, 6 F) (2.4.)

0 . _ o _ ' R
car gé_K transforme des faisceaux injectifs en faisceauwx injectifs (2°5°)

qui sont bien HO ~acycliques .

1.Psq P g
4.2, E = Ext’(F, }_6)
2 KA.. = Extp+q(FK,G)
2Eg’q = Hg(‘f, Extd(F,c))

La premiére suite spectrale résulte immédiatement de la formule

Hom(F,%gG) = Hom(F,,6) (2.3.) ,




car les faisceaux injectifs sont Hom(FK,?) —acycliques.

La deuxiéme sulte spectrale résulte des égalités
Hom(FK,G) = Hom(F@A-K,G) = Hom(AK,thm(F,G)) = HE(Y,:}@MF,G))

et du fait que, si G est injectif, le faisceau Eﬁam{F,G) est flasque '

guel que soit F . -

Prq _ P q p+q
4.3, B’ =1, (v, %KF) = Hy ol (Y. F)

Cela résulte immédiatement de 2.6, .

Dans la catégorié dérivée D(YA) on obtient des formules analogués

pour les foncteurs dérivés (en sens de la catégorie dépivée)

4.4, RH (Y,F") = RO(Y,RUE") 5 F' € D*(YA)"*‘““"&'E;#:*‘;"4010)

4.5, RHom(F* ,R Qf@kG")' = RHom(FK°,G°) = RHK(Y,R Foom (F°,G°)) (

e - & + .
F° €D (YA) ; G° €D (yA) (2.3. ; 4.2.)

4.6, RRy, (Y,R Z@KF } = RHy (g

; s . + :
(Y,F’) ; F° €D (YA) (2.6. ; 4.3.)
A titre d'application démontrons la proposition suivante :

4.7. Proposition .

Soit V un ouvert contenant K , alors l'inclusion V& Y induit

un isomorphisme

HIl{(V,F‘) f—éHIl((Y,F) .

Cela résulte immédiatement de 3.3.2. et de 4.1. .




5 . Exemples .

5.1. Cohomologie de lfespace mn & support dans l'origine .

Dképféé 3;20 ’ on.é.ia suité‘exacte longue
0 —aH{O}(lR A) = H (R,4) ~ H (R -{0},4) ~ 1y ®%8) = 1 @"8) — ...

L'espace R~ est contractile quel que soit n , donc les modules B (R",A)

sont nuls pour i 2 1 . Alors la suite exacte donne les résultats suivants :
H%O}(RH,A) (resp. HEO}ORn,A)) est le noyau (resp. conoyau) du morphisme
de restriction

12®%,4) — 0@ - {0}.4) ,

et les modules Hi“TGRn-{O ,A) et uE (R",4) sont isomorphes pour i z 2 ,
T {o}.,_

L'espace ®°- {0} est vide ; par conséquent on a H%O}(EO,A) = A et
i oy .
H{O}GR JA) =0 pour 1i# 0.
Pour n =1 le morphisme H (R,A) — H(R-{0},A) est 1'application

diagonale de A dans A ® A , dont le noyau est nul et dont le conoyau est
égal & A . Powr n z 2 le morphisme HOORn,A) - HOORn-—{O},A) est 1'identité

A~ A, donc le noyau et le conoyau sont nuls. Finalement, 1fisomorphisme entre
i n . i-1, n . . .. .

H{O}(m »A) et H T (R -{0},A) pour i 2 2 dorme les é&galités suivantes :

0 pour i#n

i n
E I A pour i=n

) n o
5.2. Conomologic de l'espace R & support dans un SOUsS-€space .
Soit nz p , alors on a

0 pour i ¥ n-p

' (®%,a) =
. ®P A pour i = n-p .
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Cela résulte immédiatement du fait que (R™P,{0}) est rétract par déforma
tion de (R™,®F) et de l'application de 5.7. .

5.3. La dimension topolegique stricte de 1'espace an est égal a n+l .

Nous allons démontrer le résultat suivant

n+1

oy @) = A0

ol U est un ouvert convenable de 'R (Pour la notlon de "d1mens1on topo-

1oglque stricte" cf. 1l'exposé 2 de ce semlnalre)

Soit K 1'ensemble fermé

K = U (o, —) Uup,
. r=1

ot S(O,%) désigne la sphére Sn?1 de centre 0 ét de raybn % et D une

demi~droite fermée d'origine 0O .

Soient -U. 1'ouvert de R"-X contenu entre S(O,%) et S(O,;%T)

UO la partie ouverte de R,-K extérieure 3 S(O 1) et soit U le complé-

mentaire de X . Alors on a

U

1]
<
<

et

]
=18
<

.

Pour établir le résultat, il faut calculer les modules

R HIEO}(IRII,_%) "ﬁ.E,XtP(A{O} % 1§0 .A-Ui ).-e . o c-

Par définition du produit on a 1tégalité

(1) Hom(? ’iEO AUi) - iEO Hom(? ,AUi) .
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Le prodult est un foncteur exact sur la catégorie des A—moduleé, d*autre

part, un produit de faisceaux injectifs est un faisceau injectif. Par con-

séquent, (1) donne naissance & la suite spectrale
P19 o ExtP(a (2% 1 Ya_ ) = rPYY 1 Hom) (A ) =
2 foy M ), i= {o} AUi

= Bt (A, A ) .
" i=0 (o} 7 Au,

Comme {0} N U, = # pour tout i , il résulte que 1'aboutissement de 1la

suite spectrale est nulle. Calculons maintenant les termes Eg’q pour gq > 0 .

© .
. Le faisceau (RY I )AU est associé au préfaisceau
=0 i

| . -
Vi 1OH (VA ),
i=0 _ i

puisque le produit est exact dans la catégorie des A-mpdules, et par consé-

quent on a pour tout point x de R

Y 1 A ) = lim @ &9 (v,a; )
, X =, i ¢
i=0 i Vaxli) i

Pour x # O on trouve des voisinages V convenables tels que Hq(V,AU )
i

soit nul, donc tous les Pibres en dehors de 1'origine sont nulles : les fais-

[ea]
ceaux (R? T )AU sont concentrés en {0} . Soit Vs 1la boule fermé de
i=0 i

centre 0 et de'rayon % ¢ Oh remarque que les Vj forment un systéme fon-
damental de voisinages de O . Pour j > i on trouve Hq(V5,AU ) =0 s pour
' i

. q g
jsgi onAa H (Vj,AUi) = HC(Ui,A) .

Le dernier terme est nul pour q % n et A pour g=n .

On obtient finalement le résultat suivant :




R .

k.
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(Rq' il )AU =0 pour q % Oyn
i=0 1

3

lim I A = AN/A(‘N) .
— i

(" T a,)
. .0 ; . .
i=0 i J—2w izj

] o - .
Autrement dit le Paisceau (R° I )AU est le faisceau ﬁﬂ/hom) concentré
i=0 i

en {0} « Dans la suite spectrale on a donc Eg’q =0 sauf pour q =0 et

pour q = n , et par conséquent on a

L,q9 _ pPsq  _ _ pP:9
E2 = E3 So e e En+1 -

Ltaboutissement de la suite spectrale est malle, donc le morphisme

dp,n . EP,n, —_— Ep+n+1,0
n+1 n+1 n+1

n+1,0
2

~

. L . . O,n . ’ .
est un isomorphisme. En particulier, E2’ est isomorphe & E s ce qui -
. .

donne

Extn”(A[O} , iEO AUi) - H?;; (R, a,) = ExtO(A{O} , (R% Eo)%i PUACY

Donc, on a bien démontré le résultat annoncé.
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DIMENSION DES ESPACES LOCALEMENT COMPACTS

par G. BARTHEL

¢ . Préliminaires ,

Nous présentons différentesnotions de dimension d'un espace localement

compact. Les dimensions considérées sont les bornes supérieures des longueurs

‘des résolutions minimales molles (resp. flasques, resp. injectives) des fais-

-ceaux.sur l'espace considéré. Nous employons les hotations suivantes :

X désigne un eépace localement compact, Y un espace topologique quelcongue,
A un anneaw A élément unité, et X, (resp. Y ) la catégorle des fais-
ceaux de A-modules unitaires a gauche de base X (respa Y )

Dimension topologique d'un espace localement compact .

-1°ﬁ. Définition -

Soit;‘Fzmuniobjé£ de X, » On appelle dimension topologidue de F et

1l'on note dimtqp Fle plus petit entier q tel que F aﬁmet une résolu-

tion c-molle de longueur gq .{c désigne la famille des cémpacts de X) .

1$i F h admet aucune résolution c-molle finie, on pose dimtopF=+® |,

et par ccmventlon on pose dlmtop O= - |

1.2, Dé&finition .

On appelle A-dimension topologique de l'espace X et l'on note.

A-dimtop X la borne supérieure des dimensions topologiques des faigsceaux

F‘EObXA

a




Donnons d!'abord une caractérisation des faisceaux c-mous .
1.3. Lemme ,

Soit F un objet de XA', Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est & -mou pour toute famille paracompactifiante §
(ii) F est c-mou .

(1ii) Pour tout entier p = 0 et pour toute famille paracompactifiante & on a
H (X,F) =0 , o

(1v) Tout point x € X possede un voiginage V tel que pour tout ocuvert U

contenu dans V_ ona H (U F) =0, S

Démonstratlon ,”

(i ) = (11) ‘Clest immédiat; car la famille des compacts d'un espace loca-
lement compact &3t une famille paracompactlflante, (Pour la définition d'une fa-

‘mille paracompactlflante cf, [2] 3.2.) .

( ) = (111) - Les falsceaux ¢ - mous..sont Iy - acycliques; et on.a.par défi-"

nition HQ =R P@ .

(ii} = (iv) : Prenons PeuL V. un voisinage compact de. x .. Le!faiscean
induit par F sur VX est c-mou. Soit U wun ouvert contenu dans -Vx , alors
on a la suite exacte E

0 . 0 - 0 : 1, C 1 -
0. H (U F), — H (V. F). = 1, (VU F) e..HC(U_,F)-- "%. Hg(vx-,F)- .

< Le falsceau F]V ‘est  c-mou, par’éonSéquehf'_Hj(Vl-FjufeSt nul, et
le morphlsme B (V =, F) - H (U F) est surJect1£; D'autre part 1! ensemble

V —U est un fermé contenu dans le compact V , donc compact Le falsceau F
est c-mou; il en résulte que le morphisme ’ H (V JF) = H (V -U, F) est surjec-

tif, d'ol le résultat cherché,

(111) = (1v) ¢ Soit V_ un voisinage quelconque de x et soit U un ou-
vert contenu dans'*V . La famille de Slipports o

. /‘

&y = {xcx|x compact, x U}




est une famille paracompactifiante, $i.on considére la suite exacte -

0 1T ' 1
H@U’X‘U (X-U,F) —3 © QU'U (U,F) = # 5 (x,7)

on voit immédiatement que les termes extr@mes sont nuls, donc aussi le terme
médian, Comme @UIU n'est autre que la famille des compacts de U on a bien
H(UF)-_O,

(iv) = (i) : Soit & une famille paracompactifiante quelconque, Si tout
point x € X posséde un velsinage Ux tel que, pour tout S € § contenu
dans Uk » toute section au-dessus de $ provient d'une gsection au-dessus
de U , alors F est & -mou. En effet, soit T un ensemble’ appartenant
a ¢ : pour tout point x € T on trouve un voisinage U' tel que toute sec-
tion au-dessus d'un fermé& de T contenu dans U' prov1ent d'une section
au-~-degsus de U‘ . i1 suffit de poser U' = U N T s Par conséquent le fais-
ceau F|T est mou ([2], Tn. 3.4.1.), donc F est §-mou .

Soit V. . un voisinage vérifiant (iv) et. supposons 1e compact, ce qui
_est lmsa.ble° Soit U 1'intérieur de V. et.soit 5 wun ensemble apparte-

nant a & et. contenu dans Ux.a On_obtlent une suite exacte
0 .0, T ooy
HC(UX,VF) — H (8,F) — HC(UX-S,F‘) .
Comme Ux—S est un ouvert contenu dans VX s le dernier terme est nul.
0 .
D'autre part on a HS(S,F) = H (5,F) puisque § est compact,

Il en résulte que toute section au-dessus de S provient d'uné section
au-dessus de UX - Par conséquent, d'aprés 1a remarque ci-dessus, F est

® —mou .

1.4 Tnéoreme .

Sous _les hypothéses du lemme 1.3. s les conditions.suivantes sont équi-

valentes :
. (i) . dimtoEﬂF‘,,s S S S L e Lt

(ii) Pour tout entier P~ g et pour toute famille paracompactlflante 4

on a HP(X F) =0.




" est une résolution & -molle de MY s ce qui donne

.la restriction & un ouvert U’ d'un -faisceau & - mou donne uri faiscean (

vantes : ’ . LU

-4 -

(iii) Tout point x € X posséde un voisinage VX tel que pour tout ouvert

:
g* (U,F) =0 .

u 'conteﬁu dans VX on a H

Démonstration .

"Soit L’ : 0 - LO S L L2 ™ ... une résolution & -molle de F .

En posant Im(Lq‘1 - 1% = % on obtient deux suites exactes
O RS Ak VL S

et - . . 0-ulo 3, 9T, a2

ERCE 3 2

Le éomplexe
| R A A AL

2 a2

H§+r(X,F) =,H§(X,Mq)

pour tout r 2 1 . Dfautre part,_pour‘toute famille paracompacfifiante 3, o

3]U -mou ., Le foncteur "restriction" est exact, par conséquent on peut cal-

9
culer les modules H@]U

U de la résolution 1L’ -donnée, et on obtient 1'égalité

(u,F) = RqF@lU(U?F) en utilisant la restriction a

q+r _ r g
H@iU(U,F) = HQ“I(U,M )

pour tout ‘r 27, Alors le théoréme est une conséquence immédiate du lemme
1 )‘3 Y ~0 .

1.5, Lemme (Floya ([1], cne'1, 5.1.), Grothendieck (L31)) .

Soit E¢ Ob XA une classe de faisceaux possédant les propriétés sui-

(i) 8i la suite

D= F' = F —F" =0
est exacte et si F' et F appartiennent & E . alors F" appartient
E .

(b
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(ii) 8i F et G appartiennent &4 E , alors F @ @ appartient & E .

V(iii) E est stable par la formation des limites inductives filtrantes ,

(1v) Pour tout point x € X il existe un voisinage UX tel que le faisceau

AU et tous les sous-—faisceaux de AU solient dans E .
X x

Alors E est égal & la classe Ob XA de tous les faisceaux de A -

modules unitaires 4 gauche de base ¥ .

Démonstration .

Soit F € 0b XA un faisceau quelconque, et soit EF l'ensemble de tous

les sous-faisceaux de F qui appartiennent & la classe E . La relation
d'ordre sur EF qui est induit par 1'inclusion est inductif. En effet, soit

{c. }161 .un systéme totalement ordonné dans E alors on a

F 7
sup {G 1 = Ym G,
i€l €1
{en considérant {G.]. comme systéme inductif), Un systéme totalement

-ordonné est bien flltrant d'ol sup &}} €E,
igr
Soit G € Eo maximal et supposons G différent de F . Par conséquent
il existe un p01nt x € ¥ et un élément §(x) de la fibre F_ qui n'appar-
tient pas a G s Llelément s(x) est le germe d'une section s au-dessus
d'un voisinage ouvert VX de x ; en restreiéhant éventuellement, on peut

supposer que Vx est contenu dans Ux » On a 1%égalité
F(3) = tom (ay 7)

donc s détermine une application £ : A, = F (a4 savoir s = P(V ) (1)
X o o ;

1 étant la section unité de AV IV )

- Soit .J le pfoduitnfibré_dﬁwdiagnamme- C e
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il est clair que J s'identifie & un sous-faisceau de AV . D'autre part,
I T L T ‘. . e e . - x PR -

A, . ainsi que J sont des sous-faisceaux de A; . et d'apres (iv) iis
X X

" --appartiennent & .la classe FE-. Soit F'' la somme amalgamée du diagramme

Alors F' est isomorphe & 1l'image de AV © G dans F . Donc F!

s'identifie & un sous-faisceau de 'F qui est ‘strictement plus grand que G ,
Puisqu’il contient G et puisque sa fibre en x contient 1'élément s{x)

Diautre part, - F'. appartient & la classe E : en effet, la suite

0= JI—a ©C—=F —0
X

est exacte, et 1'application des propriétés (i ) et ( ii) donne le résultat.
Par conséquent on a trouvé un-élément de la classe EF ~-stricdtement plus grand
que G , ce qui est impossible. Par suite on a G = F , ce qui donne le résul-

‘tat.cherché .,

" Le- theoreme sulvant donne une caracterlsatlon des espaces localement

compacts de dlmen31on topologlque finie.
1.6. Théoréme .

Si 1'anneau A est noethérien & gauche, les propriétés suivantes sont

équivalentes :

(i) A-dimtop X £ q .

(ii) Tout point x € X posséde un voisinage Vx"tél due, pour tout ouvert

U contenu dans Vx et pour tout idéal & gauche I de l'anneau A on
a HS“(U,I) - '

Si de plus A est régulier de dlmen31on EY gauche flnle, la propriété

(iii) est équivalent & (i) et (11)
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(iii) Tout point x € X posséde un voisinage VX_ tel gue pour tout ocuvert

' U contenu dans V. ona HS”(U,A) =0 .

Démonstration .

(i) = (ii) : Cela résulte immédiatement de 1.4. (iii) . Pour démontrer
la réciproque, appelons E 1la classe des faisceaux dans Ob XA dont 1la
dimension topologique est inférieure & q+1 . Il reste & vérifier que E

posséde les propriétés (i) ... (iv) du lemme 1.5. .

Vérification :

0==2F" —F-—=F —0

= les faisceaux F' et F appartiennent a EB., on voit qu'il en va de méme
3 ‘pour F" en écrivant la suite exacte longue de cohomologie et en utilisant

1.4, (ii) .,
‘ (ii) @ 81 F et G appartiennent 4 E , alors F & G appartient & E
car H]@"(‘X;FQG) ‘est égal & H;(X,F)'GB H;(X,G) . R

{iii) : Sur un espace localement compact, le foncteur Hé commute aux
1limites inductives filtrantes ([21,4.12.1.) . Un ouvert d'un"espace locale~
ment compact est localement compact, donc, dfaprés la prdpfiéﬁé (iii)'du

théoréme 1.4., E est stable par passégé aux limites inductives filtrantes.

(iv) : D'aprés 1l'nypothése (ii) &t le théoréme 1.4. on sait que les
Paisceaux I, appartiemnent & E (1 idéal a gaucheiggika _et W partie
localement fermée de X) . Il en résulte en particulier que les faisceaux
AU concentrés sur les ouﬁ?rts U de- X _sont des éléments de la classe E .
I1 reste & démontrer qu'hq sous-faisceau arbitraire J de A appartient
2 E . Soit donc x un point de X et soift Ug un voisinage ouvert de x .

Considérons maintenant 1'ensemble

U = {Uju ouvert, UG U Hgf?(ugg‘) =01} .
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(Rt

il _Cet..énsemble. est ordonné inductivement par inclusion. Eri-effet, on a
1'égalité
q+1 e
He (U,3) = BV (X, U
Soit {U } un ensemble totalement ordonné d*éléments de U de
réunlon U. Alors on a

Iy = dm Ly
1 T

et puisque 1a cohomologie & support compact commute aux limites 1nduct1ves
filtrantes on trouve _ '
q+1 g+ -
Y (U,J) = 1im H, (Ui,_J_) =
1 .
Soit U un élément maximal de U, , supposons U différent de U .
Alors le complémentaire de U dans UX est un fermé de U s appelons X
cet ensemble. Comme les Pfibres du faiscean J sur K sont une famille d4'i

‘déaux de l'anneau noethérien A ; elles possddent un élément maximal Jézzg& -

On gsait que, pour tout ¥y assez voisin de Vg r la fibre £y est contenu
LT . - . 0

dans J et puisque J est maximal dans 1a famille J il en ré-
= ¥ P q _Yo j : {—y‘}YEK '

sulte qu'il ex1ste ‘un voisinage ouvert W de A dans K tel que gw est
egal (J )W N Comme W est un ouvert de X s 1l existe un ouvert. U' de
- X tel quion a
' o V=UTNU XU,

donc W est localement fermé dans X .

Le produit f£ibré du diagramme

n'est autre que gﬁljw > La suite exacte




assoéiée 3 (%)

—_ . . . RN -
0=>I, =2 =y y—>0

x X
induit donc par changement de base une suite exacte

*
(%) 0= I = dyyy = & >0 -

Considérons la suite exacte longue de cohomologie & support compact

cee —> HE“‘(U?Q) — Hg'l_r(UUW,g) — Hgﬂ‘(w,g_) > ...

pour r 2z 1 . Le premier terme est nul, car U est un élément de la famille
U . Comme le faisceau (JO)W appartient & la classe E , le dernier terme
est aussi nul. Par conséquent le terme médian est nul, L'ensemble U U W
n'est autre que ltouvert U ﬁ'U;“; c'est donc un ouvert strictement:plus
grand que U qui appartient & l'ensemble L , d'ol une contradiction.

A

Finalement on a U = Uk y et par suite J appartient a la classe E .

Les propriétés du lemme 1.5. sont vérifiées, et par conséquent on a

démontré : (ii) = (i) .

Pour terminer la démonstration du théoréme supposons de plus 1'anneau

A régulier de dimension & gauche finie. L'implication (ii) = (iii) est

-triviale, reste .d vérifier la réciproque. Soit donc -T un idéal -a gauche

quelconque. D'aprés les hypothéses sur l'anneau A il existe une résolution

.projective finie de I

o8 e AO_QP%P ' ""}'P _§a;a“'5P ﬁP _9'0.;5";“.-:.0
n n-1 n-2 1 8]

Puisque l'anneau A est noethérien & gauche on peut sﬁpposer que tous
les P, sont des modules libres de type fini pour i # n et que le module
Pn est facteur direct d'un module libre de type fini. Il est clair qu'on a
dimtop Pi £ q pour tout i , de plus les suites exactes

0—=>Imd. > P, »+—>1Imd, — 0
1 L - .

montrent par récurrence sur i qu'on a dimtop Im &;mgfhufﬁauf'tout i,

ce qui domne dimtop I £ q . Le théoréme est donc démontré,
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2 . Dimension topologique stricte .

Dans ce paragraphe Y est un espace topologique et F un objet de YA .

2.1. Définition .

On appelle dimension topologique stricte de F et 1'on note dimstop F

l'entier q égal A la longueur minimale des résolutions flasques finies de
F L

2.2, Définition .

On appelle dimension topologique stricte de F au p01nt vyE€Y l'entier

q tel que le complexe (Zﬁ'* F) soit de longueur inférieure a q+1 pour

tout’ fermé K de Y, mais (ng'TF) non nul pour un fermé X .

Dans les définitions 2.1. et 2.2, , on fait les conventions supplémen-

taires de la définition 1.1, .

2.3° Définition .

La A-dimension tOpOlOglque stricte de 1'espace . ¥, notée AwdlmStOP Y

est 1la borne supérleure des dlmen31ons topologlques strictes des objets de

De méme, on appelle A-dimension topologique stricte der Y auw point vy
et 1'on note A-dimstop_Y la borne supérieure sup dimstop F .
} 3 . ¥y ; Y
. FE0b YA

Le lemme suivant caractérise les faisceaux flasques.

2.4, ;emme o

Les conditions suivantes sont &quivalentes :

(1) Le faisceau F- est flasque .
{ii) Pour tout fermé K de Y, ona H;(Y,F) =0,

" (i1i) Pour tout fermé X f@g Y, ona F=0,
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Démonstration .

(i) = (ii) : Puisque F est un falsceau £lasque, on a H (Y F) =0 et
le morphisme de restriction H (Y F) = H (Y~K F) " est surjectif. Donc 1'exac~
titude de la suite
%

0 — Hg(Y,F) — H(Y,F) — HO(Y—-K,'F) > H;((Y,F) = H1'(Y,F)

implique H;((Y,F) =0 .

(ii) = (i) se démontre immédiatement en utilisant la mére suite exacte .

(i) = (i4i) ¢ 81 U est un ouvert de Y » le faisceau restreint U
est flasque, on a donc H; n U(U F) =0 pour tout fermé X (puisque

(i) = (ii) ) . Comme ‘}@ ¢ est le faisceau associé au préfaisceau

1
Uk Hy N U(U,F) (c£. [43, 3.1.)

on a bien gé;(F=0,

(iii) = (i) : Soit = une section de F au-dessus d'un ouvert . U.:.
L'ensemble des prolongements de s est donné par les couples (W,t) ; Ol
W est un ouvert contenant U et t wune section au-dessus de ¥ quli coin-~
cide avec s sur U . On sait que 1la relation : t est un prolongement de
t' est une relation d'ordre inductif. Soit {w, t) un élément maxﬁmal, il
reste & vérifier que W est égal & Y tout entier. Supposons donc W dlf—
férent de Y et appellons K le fermé complémentaire Y-W . Soit y un

point de X et V wun voisinage ouvert de y dans Y . On a la suite exacte

0—->HKHV(VF)—->H(VF)—->H(VﬂWF) (v, F)..

K nv

On sait par hypothése

7 TR _
( Z{;KF)Y - tlléﬁ He o y(0F) = 0.

Par conséquence, si on remplace V par un voisinage ouvert plus petit
V! onvoit que_.s|V' 1 W est dans le noyau de d et'provientvﬂqu d'une
section " 8' .au-dessus -de V' s Il en résulte que ~'s 'se“prolongéASgr-l‘buvert
WU V' qui est strictement plus grand que W , ce qui contredit 1'hypothése

faite sur W . Donc on a bien 1'égalité W =Y ; ce qui donne le résultat

cherché .
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2.5, Théoréme .

Les proprlétes suivantes sont equlvalentes

(i) dlmStOp Fe<q.

o

(i) Pour tout fermé X de Y, ona ﬁ§+j(Y,F) =0

(111\ Pour tout ferme X de Y, ona H¥ e

Démonstration .

Le théoréme 2.5. se démontre 3 partir de 2.4. comme le théoréme ted. &
partir de 1.3, . '

2,5.1. Corollaire .

On a l'egallté

dimstop F = sup dimstop F
yEY ¥

bour tout faisceau F € Ob YA et par suite = . - e

A-dimstop Y = sup A- dlmstop Y -
y&Y T

Cela resulte 1mmed1atement du théoréme 2 De et des def‘lnltlonsn

Le corollalre montre que la notion de A-dimension topologique stricte
est une notion locale.

3 . Dimension injective ,

Les notions de 2. sont congervées dans ce paragraphe ., - |

3.%. Définition .

On appelle A-diménsion 1ngect1ve de F et 1'on note A-dlman F 1a

borne 1nfer1eure des longueurs des résolutlons 1n3ect1ves de F .
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3.2, Définition .

On appelle A-dimension injective de F au point y € Y et 1'on note

A~diminij la borne supérieure (suivant les fermés X de Y) des A-dimen-

sions injectives des complexes ( H EI°(F))Y , o0 I°(F) est une résolution

' injective de F ., Rappelons que la A-dimension injective de ce complexe est
_par définition le plus petit entier gq tel que Exti(N,( JZ gI'(F))y)

- est nul pour tout p > q et pour tout A-module N .

Bien entendu, on fait les conventions supplémentaires de la définition

1-10 L]

3.3. Péfinition .

La A-dimension injective de l'espace Y , notée A-diminj Y , est la

_borne supérieure des dimensions injectives des objets de YA . De mBme, on

définit la A-dimension injective de l'espace Y au point vy par .

A-dimini Y = sup A-diminj F .
FEOD Y, s

Dans la suite, on supposera toujours que l'anneau A est noethérien a

gauche. Le lemme suivant donne une caractérisation des faisceaux injectifs.

3.4. Lemme .

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Le faisceau F est injectif .

(ii) Le faisceau F est flasque. De plus, pour tout point vy et tout fermé

X de Y, le A-module (JgEF)y est injectif .

Démonstration .

(i) = (i%) ¢t On sait qu'un falsceau injectif est flasque. De plus, si
F est injectif, il en va de méme de ;ﬁigf? (cf. [4], 2.5.) quel que soit
le fermé X . Pour tout ouvert U le A-module <ﬁfgl?(U) est donc injectif

o

b
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comme A est noethérien, la limite inductive

g0 0
31,%’3 Jop F(U) = (JerF)}r |

" est aussi un A-module injectif,

(ii) = (i) : Pour démontrer que F est injectif; il suffit de vérifier
que tout homomerphisme d'un sous-objet d'un générateur de la catégorie YA
dans F se prolonge & un homomorphisme de ce générateur dans F ({33, 1.10,
lemme 1) . Ici les générateurs sont les faisceaux AU , ol U est ﬁn ouvert
de Y ({31, Prop. 3.1.1.) . On voit immédiatement qu'il suffit de montrer que
tout homomorphisme d'un sous-faisceau du faisceau constant A dans F se
prolonge & A tout entier. Scit donc J un sous-faisceau de A et £:J - F
un homomorphisme. L'ensemble des prolongements de £ est donné par les cou-
ples (L,g) s o L est un sous-faisceau de A contenant‘ J et g:iL-F

un nomomorphisme qui coiacide avec f sur J - Sur cet ensemble onr a une

relation dfordre inductif bien commue. Soit (L,g) un prolongement maximal,

il reste a vérifier que 1 .est égal & A . Supposons L différént de A .
Puisque l'anneau A est noethérien, il existe un idéal JO de A et un
ouvert V de Y tel que (JO)V est égal & Ly . y

(1) Supposons JO différent de A , et soit y wun point de V . Dans le

tdiagramme (i désigne l'inclusion de L dans A)

0 > Ly T > Ay
y
g ~
y'l AV
o O A R
e
I
VA

le module F . est injectif, en effet on a F .= 3‘63 F . Par_.conséquent il
existe un morphisme v ':‘AY - Fy qui rend le diagramme commutatif. L'élément
vy(?) de Fy provient d'une section de F au-dessus d'un voisinage ouvert
W de vy . Soit v 3 Aw - F  1'homomeorphisme associé & cette section. Par

définition, on a : (vi)y = gy . Il en résulte qu'il existe un ouvert W' con-

-tenant y et contenu dans W tel que vi = £ au-dessus de W' . En effet

1'homomorpnisme canonique

gzowm«(L,F)y'——é Hom(Jo,Fy)
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est un isomorphisme. Pour le démontrer on considére plus généralement 1'ho-

momorphisme

13

(%) ;ﬁzﬂn(M,F)y —> Hom(M,Fy)

dans le cas o M est un A-module de présentation finie. T1 est clair que
(*) est un isomorphisme pour des modules M libres de type fini. Dans le

cas général la suite exacte

H' M > M >0

(M" et M' libre de type fini) conduit a un diagramme commutatif & lignes

exactes

O-——#'ggiﬂ(M,F)y — Jé}mm(M',F)y_ _ ;@mn(M",F)y

0 .—4>-Hom(M,Ey) —_ Hom(M‘,Fy) —_— Hom(M",Fy)

ou les deux derniéres flécnes verticales sont des isomorphismes, donc aussi

1a premiére. Notre afflrmatlon en résulte aussitdt, compte tenu du fait que

Jo est de presentatlon finie puisque A est noetnerlen et - que L]W est

égal au faisceau constant JO sur ¥ . Par suite, on a prolonge g sur la

somme amalgamée du diagramme

o

LW'

l

i Ui

TSR

)

“qui est un sous~faisceau de A strictement plug grand que L .

(2) Supposons Jo égal & A , et appelions V l'ouvért sur lequel les f£i-
bres des faisceaux L et A sont égales. La section g¢(V)(1) de F au-

dessus de V se prolonge & une section globale car F est un faisceau flas-

que. Soit t : A -+ F 1'homomorphisme induit par cette séction. Pour prolon-

ger g , il suffit de prolonger l'homomorphlsme g-ti , et comme g et ti

cofncident sur V ; Oon est ramene au cas d'une application dont le support
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€st dans le fermé X = y_y s i.e. une application de LK dans F . D'aprég

[4], 2.3, elle se factorise 3 travers g& F - Puisque les fibres de -; 2F
sont des modules injectifs par hypothése, on peut appliquer le ralsonnement‘
de (1) pour prolonger g sur un sous-faisceau de A strictement plus grand

gue L .,

Dans les deux cas, on a pu proldnger g s contrairement & 1'hypothése

de maximalité du couple (L,g) . Le Faisceau F est donc injectif .

3.9. Théoréme .

On a 1'égalité

A-dimin jF = sup A~ dlman F
yE&Y

et par suite

bour tout faisceau F € Ob YA

A-diminj Y = sup A-diminj ¥ .
o yEY y

Démonstratlon o ;
T Lo

51 I°(F) est une résolution injective de F , on voit que les modules

{ 352:1°(F))y sont injectifs quel que soit le fermé X {a'aprés 3.4.) .
Les groupes Exti(N,(}ﬂ:KI°(F))y) sont donc les groupes de cohomologie du
complexe HomA(N,(gﬁ gI°(F))y) - 81 I°(F) est borné; il en va de mBme de

O L a
HomA(N,(JE:KI (F))y) et on a bien

A-diminj F 2 sup A-diminj F-.
yEY ¥

. . ¢ 0_. .
S50it maintenant q = sup A~ dlmanyF . Le complexe (JKZKI (F))y est quasi-
yeY

isomorphe au complexe
0.0 ' O _1 0 .q 0 ,q+1
00— (1 (F)), — (d 1 (), = .. (H 1 (F)), = xer(Hpa®),

on a®t o Ty 192(F)  est 1a différentielle du compléexe 1°(F) en

degré gq+1 . De plus le A-module Ker(gzko q+1)y est injectif ([5] , < '
Prop. 7.6.) . ’
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+1 .
Ker dq est flasque (pulsque 3{ 0 est exact & gaudhe) et pour cela que

K
gf ; Xer dqH est nul (cf. 2940) . Mais le complexe o ]

Pour terminer la démonstration du théoréme il suffit donc de montrer que l

o — 1) = 1%%(r) > 1) > ..
est une résolution flasque de Ker dq+? , et par nypothése la suite
0 — Ker}:;'g a1 jgg 1T (r) - ;Tég 1 p) L.,

est exacte. On a donc bien g@ ; Xer dqﬁ"l =0, ce qui montre que le fais-

dq+1

ceau Ker est injectif, et par conséquent on a diminjF £ q , d'ol le

résultat annoncé .

|
Relations entre les différentes notions de dimension o

Dans tout ce qui suit, X est un espace localement compact et F wun objet

de la catégorie XA .

4.1. Théoréme .

UOn a la relation

dimtop F £ dimstop F

pour tout faisceau F et par suite

A-dimtop X £ A-dimstop X .

Démonstration .

Puisqu'un faisceau flasgue est aussi c-mou, toute résolution flasque
M° d'un faisceau F est donc une résolution c¢-molle de F . Alors le

théoréme est immédiat.

4,2, Théoféme s

Supposons que X vérifie ia propriété :

(RCP) Tout ouvert relativement compact est paracompact .
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~Alors on a

dimstop F € dimtop F + 1

pour tout faisceau F et par suite

A-dimstop X € A-dimtop X + 1 .

Démonstration .
Supposons que la dimension topologique du faisceaw F soit égal & q -

Soient U wun ouvert relativeﬁent compact et X un fermé de X . On a alors
q+1 gq+2
H (U-U N X,F) = B °(U,F) =

En effet, la restriction & U d'une résolution c-molle de F est une réso-
lution c-molle du faisceau FIU y Ce qui donne en partlculler que la dlmen—
sion topologique de FIU est au plus egal-};mc-l_° D'autre part U est para-
compact, et par conséquent la famille de tous les fermés de U est une famil-

le paracompactifiante dans U . On a donc

B0, ) = #92(0,F) = ... =0 . (The 1.4.) .

L'affirmation se démontre complétement en appliquant le mémeiraisonne—

ment & lYouvert relativement compact U-U N K . La suite exacte

9% (you K,F) —> Hg?fu(U F) —> Hq+2(U F). .

montre donc que HEF?U(U’F) est nul. Comme tout point de X posséde un
systeme fondamental de volsinages relativement compacts, il en resulte que

25§+2F est aussi nul. Le théoréme résulte alors de 2,5,

:4°2,1n Remarque .

L'inégalité donnée dans le théoréme 4.1. est stricte. Par exemple, la
dimension topologique stricte de 1! espace R (n = 1) est égale & n+1 .
(ct. [4], 5.3.) . |

—_— e
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4.3, Théoréme .

(“m Supposons que la propriété (RCP) est vérifiée et que l'anneau A est

régulier de dimension 4 gauche P . Alors on a 1'inégalité

A-diminj X £ A-dimtop X + p + 1 .

Démenstration

oo
]

ol
fars
]

01" 51" 512 5 s P Pl prqe2

une résolution injective d'un faisceau F de base X dont la dimension to-
pologique est égal a g« D'aprés le tnéoréme 4.2, s le faiscean Xer dq+1

est flasque. La suite exacte

g1

0 — Ker a5 $¥2 5 | BR3P

montre par récurrence que tous les faisceaux Ker dq+r (r = 1) sont flésques.

Par 1'application du foncteur Hg

{ & par passage a la limite inductive, donne la suite

nu (U,?). on obtient une suite exacte qui,

0 —> (ijg Xer dq”)y - (Jfg Iq”)y > (K glqﬂ))y —>(}§§Kez~ dq’fpﬂ)y-» 0

qui est exacte quel que soit le fermé ¥ de X et le point ¥y . Dans cette
_suite, les termes (Jﬁ'g ™ (1grs p) sont injectifs, et par conséquent,

il en va de mBme de (‘;5 g Ker dp+q+1)y puisque A est de dimension Do

Finalement, le faisceau Ker dp+q+1 est injectif dfaprés 3.4. et par con-

séquent on a l'inégalité caerchée .
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LE FONCTEUR IMAGE DIRECTE A SUPPORT PROPRE

par R. GERGONDEY

0 . Préliminaires topologiques .

Soient X et Y deux espaces topologiques localement compacts,
£: XY une application continue

On a alors équivalence entre les trois propriétés suivantes :

a) £ est propre (i.e, P .est ferméeet Je reste aprds tout changement de
base} ,

b) £ est fermée et, pour tout point y de Y, la fibre f—1(y)

compacte}

c) 1'image réciproque f-1(K)Vfde tout compact ‘X de: Y -est compaite .

(Voir Bourbaki, Topologie 1,...)

Définition .

Soient U un ouvert de Y + F un ferme de £ (U) » On dit que F
est propre sur U si l'appllcatlon regtrainte

ij : F;*é u

est Brggre .

D'aprés ce qui vient d'etre dit, cela slgnlfle que pour tout compact
k. contenu dans U, le sous-ensemble de X , Fp £ (K) est compact .

0.1. Propogition .

La propriété "F est propre sur U" est locale ;o en d'autres termes

si U= U U (U, ouverts) ; alors
51 5 alors,
ier
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F propre sur U ® pour tout i s F N f_T(Ui) est propre sur Ui .

. L'impiication = est évidente. Démontrons &= .
Soit K un compact contenu dans U . Puisque Y est localement compact,

on peut trouvér des compacts K, tels que

. cu, pour tout i s
i i o
Ki = ¢ pour presque tout i ,
K< u Ki .
i€l

Or PR 1 ’ 1 -1
FNe (k)arn e (UKi) = U(Fne (x,))
) i i ‘
Comme F f—1(Ki) est compact et est vidé.pour presque tout i , la réunion

~

U (Fin f"j(Ki)j est compacte
i

et F N f*j(K)A,Aqui est fermé dans U (F ﬂ'f71(Ki)), est aussi compact , v
) - : i .

1 . Le foncteur image directe 3 SUppart propre .

Nous restons dans la situation de O, s & savoir
X et Y localement compacts .

£+ X —Y continue .

Si A est un anneau commutatif unitaire, on dégignera par ﬁAﬂ(féspo YA)

la catégorie des A-Modules sur X (resp. Y) .

a) Définition .

Soit F un  A~Hodu1e”sur X 3 on sait que le préfaisceaun f*F‘ défini par

£, F(U) = (¢~ (u),F) L ,

est un faisceau .
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Si_on désigne maintenant par F@(U)(f (U),F) 1le sous-A-module de (s (U) F)

formé par les sections dont le sSupport est propre sur U s On a la : ,j

1.1. Proposition .

Le préfaisceau sur Y

£,F 2 U~ FQ(U)(E_1(U),F)

est un faisceau .

A

Il faut démontrer que, si U = | U. (U, ouverts de Y) ; la suite

ier + 1

- - -1
0= F@(U)(f 1(U)’F) —“?i.gl F@(Ui)(f 1(Ui)’50 ::é(i,jféIXI ré(Uij)(f (Uij)’F).
B

est exacte.

- Or 1'exactitude en @ Provient simplement du fait que f F est un
faisceau. L'exactitude en B gsignifie que, si des sections s, de F sur ;
fHT(U ) se recollent en une section s sup f—T(U) alors e

5 est & support propre sur U s, esta support'propre sur Ui s
pour tout i

Ce qui résulte de 1la proposition 0.1, v

I1 est clair que nous venons de définir un foncteur additif, exact a
gauche

f! 5 XA-*“é YA .

Comme XA posséde assez d'injectifs, on sait définir les foncteurs dérivés
a droite

ROE ¢ X, —= Y  avec Rof,=£,

b) Identification des Fibres de £ F,

1.2. Proposition , _ ' : |

Si y €Y, 1'application canonique




asl A

i o

R e e T R T
i

b

v

e T

FaN

R 3‘(51F)y - Hz(f—1(y),F) "est un isomorphisme

En revenant aux définitions, nous voulcons démontrer que l'application

£~1(y) £=1(y)

¢ ¢ im (£,F(1) = 87 (y),P)
Udy

définie par les restrictions

Py @) — T (¢7),E)

est bijective .

AT -

;1\..-" N
Yy :
e Ll g - S

L. . LN . .
o) @ est injective . Une section a support propre sur U induisant zéro

sur la fibre a donc un support disjoiﬁt de 5"1(y) - Ce support se projette
suivant un fermé de U qul ne contient pas vy ; le germe de s suivant le

filtre des voisinages de y  eat done nul .

B) e est surjective . I1 suffira de le démeontrer pour les faisceaux F

c-mous . Le cas général s'obtiendra en utilisant une résolution c-molle de F ,

Mais si O est une section sur f"q(y} dont le support est un compact
de- f“1(y) » €lle peut &tre prolongée.en une section i suppart compact sur f"1ﬁﬂ

pour tout voisinage ouvert U de Voeuy

1.2.1. Corollaire .

n

(R e) —2m W (7))

¥
1.2.2. Corcllaire .

Les foncteurs Rnf, commutent aux lim filtrantes
! gl ot

Résulte de 1.2.1. et du théoréme 4.12.1. de Godement [G] .
v
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c) Passage A la catégorie dérivée .

) En vertu des théorémes génidraux sur les catégories dérivées, nous
savons que l'on peut définir un Ffoncteur

+

‘ ) +
R £, .D(XA) R D(YA) R

Mais si on ne fait pas d’hypothese supplémentaire sur £ , R .E ne se pro-
longe pas & D(X ) [#] . -

d) Formule du Changement de base ,

Nous sommes dans la situation suivante :

N\
N3 ,

est un diagramme cartésien d'applications continues d'espaces topologiques
localement compacts .

Nous pouvons alors définir un morphisme de foncteurs
$f, : f'*ff —_— p;p*

de la manidre suivante : en vertu des proprlétés d'adJonctlon de f'* et £
il suffit de déflnlr un morphlsme

’

Soit pour tout faisceam F sur X et tout ouvert U de Y wun homomorphisme

8,,(F,0) 1 £, F(U) — 1 p*F(f" (u))
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fonctoriel en F et U « Un &lément Y de f F(U) -est, par déf:‘lmtlon, une
section de F sur £ (U), A support propre sur U . On appelle f\,(F' u)(y)

la:section correspondante de p*F sur p- (f (U)) = pt (f' (U)) qui, étant
& support propre sur f'"1(U) est, par suite, un élément de p! p*F (£t (U))

Lorsque £' est une application de l'espace réduit & un point dans Y .

les morphismes \yf, ne sont autres que ceux définis 3 1a proposition 1.2,

De plus, pour tout point x'€ X' , le morphisme (\ff,) .+ restriction

de \[Jf aux fibres en x' , s'insére dans un diagramme commutatif :

(‘pfi)x.
(gr2)  ———> (pjp¥),
(o™ (), pe /o T ()
fl

—— Oy ~1 Hx)), -1 x ‘
Cpey T B )BT (e ()

ol les deux isomorpnismes sont les isomorphismes canoniques de 1.2 et ot
les deux signes = (abusifs) sont en fait des isomorphismes caneniques de trane
sition entre les foncteurs "1mage récmproque" » La commutativité de (%) est-

un cag particulier d’une proprlete de commutativité Plus générale décrivant le

comportement du morphlsme QJ par rapport aux compositions des applications .

smes fonctoriels

o

> Rq % \\‘\., O
- . P!P T Q\R hd

Les morphlsmes \]J 1ndulsent des morphi

g, ¢ £rx R,

Nous nous proposons de démontrer le

' 1.3. Théoréme du changement de base .

Les morphismes

bg grxpie ——s RIpypx |

~sont des isomorphismes .
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Il suffit de montrer que,; pour tout faisceau F
point x' de X

sur X , et pour tout
49 induit un isomorphisme des Pibres : L/

A

(ver) , (e1%2%, (1) — (R¥pypx(F)) ,

Mais la commutativité du diagramme (*) et 1e corollaire 1.2.1 nous

montrent gque ce morphisme est isomorphe & 1'i
gition :

isomorphisme canonique de tran-

Hg(f-T(f'(x_')),F) —_— Hg(p'-1(x'),p*(F)) -

e) Quelques cas particuliers N

£ , . .
X——>y &) Si Y est réduit.d un point,

alors pour-tout faisceau F sur ¥
le faisceau qu F

sur Y est celui dont la fibre est le g-iéme groupe de
cohomologle a support compact de X & valeurs dans F soit Hg(X,F)

L

“B) 8i £ est ume application propre, tousAles fermés de X

sont propres
sur ¥ et on a

Y) Supposons que £ soit une immersion ouverte

f:U"_"aY s

Alors £, n'est pas autre chose que le foncteur

'prolongement par zéro en
dehors de U~

« Ce foncteur a le bon golit d'&tre exact .

T.3.1. Application .

Considérons le diagramme cartésien

) —es ¢

£ Y
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et soit F un faisceau sur X . Le théoréme 1.3 montre alors que l'on a

un isomorphisme

(=%, (F))y, —_— e (FLeT(0)

8) Supposons que f soit une immersion fermée

,E:K__}Y °

- Une fois de plus, £, est le foncteur fY (prolongement par zéro en dehors

de X) qui est exact .

£) Comportement vis-3-vis des faisceaux c-mous .

On constate aisément que lorsque £ n'est pas propre, £, ne trans-
forme pas nécessairement les faisceaux injectifs en faisceaux injectifs puis-

qu'il ne transforme pas nécessairement les faisceaux flasques en faisceaux

flasques . Cependant on a la

1.4. Proposition .

£, transforme les faisceaux c¢-mous sur X en faisceaux c-mous sur

Y L]

A Soit F un faisceau c-mou sur X .
Nous devons montrer que pour tout compact X de Y , toute section de £ F

sur K s'étend en une section de £,F sur Y a support compact . Autrement

dit, que 1l'homomorphisme de restriction

Hz(y,f,F)———; HO(X, £,F)
Sl

o
_ ‘I-LC(K,f!F)
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est surjectif . Or, de 1a suite exacteldesméspacésifermés . -'ﬁt\
! ;
O—> rF > F > F — o ,
1 -1 :
£7(Y-K) £(x)
on tire la suite exacte
o 5fF-1 —— £F ——*>1°1?__1 = o ,
T E(Y-X) - (1)

car il résulte de T 3 que les faisceaux C-mous sont acycliques pour £,

puis, du coroliaire 1. 3.1, et de 1'exactitude des foncteurs "d'exten51on
par zéro " , la suite exacte

-y

0 —> (f,F)YK — £F —> (f,F)K-———e 0

qui suffit & terminer 1a démonstration . v

£ v .
Soit X — v ——3 Z  une suite d'applications continues d'espaces

localement compacts . Alors le morphisme canenique

&t R+(gf)! —_— R+g! R+f!

i
;
Hd

est un isomorphisme ,

Voir Hartshorne [ H] P. 59 , prop. 5.4 et ce séminaire .y

En d'autres termes, on a une suite spectrale convergente

Rp+q(gf)!F = Rpg! (qu‘!F) .
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Dimension cohomologique relative .

Comme dfhabitude £ : ¥ — Y est une application continue d'espaces locé.
lement compacts .

2.1, Définition .

On dit que la dimension cohomologique de £, est inférieure ou égale

4 l'entier n , et on écrit dch y £ = n, si pour tout entier n'> n, le

. t
foncteur dérivé Rn £, est nul .

2.2, Propogition .

Les deux assertions suivanteg sont équivalentes

b

i) dch. . f<n
. ! :
ii) dchc.f-q(y) = n pour tout y € Y .

L'implication i) =>ii) est triviale : il suffit de faire agir £, sur un
faisceau concentré sur f-1(y) « Quant & ii) = i) , c'est aussi trivial si

on remarque que, pour tout faiscean F ,

Y yey H2k£_1(y),F):= (Rn,f!F)Y =-0- entraine Rn'fiF 5'0.; v

2.3, Définition .
den, £ = inf {n/dech, £<n } (peut &tre &ventuellement infini. )
2.3.1. Corollaire .

deh £ = sup. dch ra (¥) .
' yEY

Questions d'acyclicité .

3-1. Définition .

Un faisceau M de A-modules sur X est dit f,-acyclique si pour tout 7
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3.2, Définition .

. My
Un faisceau M _de A-modules sur X est dit fy-mow, si pour tout y

de Y 1le faisceau restreint M\f-1(y) est  c-mou_ .

Remarque : Un faisceau c-mou est £,-mou . o o

3.3, Théoréne .

Soit M un faisceéulde Arﬁodules sur X .

Les deux assertions suivantes sont équivalentes

i) M est f£,-mou .

ii) Pour tout owvert V de X , le faiscean M, est f£-acyclique

Pour le démontrer, il suffit d’écrifé“lés'iéﬁﬁofﬁhiéﬁéﬁ"é@iﬁéﬁ%s

(Rnf!MV) ~ Hi(f_1 (v),,) ~ Haz:l (vn ) M|v nf”j(‘ym) v -
e Y B ot .

4 . Hypothéses de finitude . Applications .

a)

4.1. Proposition

Supposons gue deh,f =n < +00 . Tout faisceau M sur X admet une

résolution £ -molle finie .

En effet, on peut, en tout état de cause, trouver pour tout faisceau M , une

résolution £ -molle (peut 8tre infiniel) .z ... . ... .. . .-
R R e T A L TR

Soit N = coker % . D'aprés 1'nypothése dch,f =n et la £,~acyclicité des

M; pour tout ouvert V de X ; (théoréme 3.3) on obtient que N? est £, -

acyclique pour tout V et que par conséquent la suite
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0 M~ M o » L sl L pn g

" est une résolution f,-molle de M , de longueur n . v

4.17.1. Application .

81 £, est de dimension cohomologique finie on sait définir le fonc—
teur -

RE, : D(XA) e D(YA)

qui prolonge R+f‘ défini en 1. ¢) .

b) Propriétés de R .

s

@) Suite spectrale de composition .

i el

4,2. Proposition . - ,
Soit X —— v —S

7 wune suite d'applications continues dfespaces
localement compacts . Supposons que £, et g, soient de dimension cohomolo-
gique finie ; alors le morphisme canonique

X : R(g£), —_— Rg,RE,

est un isomorphisme .

A Comme le corollaire 1.4.1.

v

B) Formule du changement de base .

4.3, Proposition .

Soit

.
2N
X Xt
f\Y/'
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un diagramme Cartésien d'applications continuves d'espaces topologiques locale-

‘\J

ment compacts . Supposons que £, est de dimension cohomologique finie .AAlorsﬂ

1€ morphisme canonique (voir 1 , d) )

Y3 £FRE, Rp} p*

est un isomorphisme . (Vrai encore Si on ne fait plus d'hypothése de dimension
sur £, & condition de mettre RT ay liew de R ) ,

gpgagqgg $ 81 £, est de dimension cohemologique finie, Py 1l'est aussi |

Si on remarque que la source et le but de ¥ sont "way out" des deux cdtés
’ [H], on est ramené & démontrer la formule sur la sous-catégorie des complexes

- ‘ de D(XA) réduits & un seul faisceau, ce qui a été fait au théoréme 1.3. v

Y) Formule de projection .

Soit X-Ji—é Y une application continue d'espaces localement compacts .

Nous pouvons définir un. morphisme fonctoriel en le faisceau F ‘sup X et le )
.. . i

faisceau G sur Y

o o£,(F)® g —s £,(F & £5¢) ;
s TUx

pour un ouvert U Qe g e e

I°(u) + 2, (F)(v) 2 6(U) == By (£7(0),r g £ 0)

est défini par le produit tensoriel deg sections .

Cela étant , on a le lemme

N L ' ceae R T

441, Lemme T

n° est un isomorphisme lorsque G est plat (ice. & fibres plates) .

| 51, de plus, F est f,=mou , F® £%°G " est £,-mou .
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A Il suffit de vérifier cet énoncé, fibre par fibre, ou encore se placer dans

le cas o Y east réduit & uwn point . Comme G est alors limite 1nduct1ve £11-

trante de moduleg libres [1] ; le résultat suit 1mméd1atement ° g

Remarque : Lorsque G = A F isomorphisme ° a est autre que celui déduit

U ?
de 1.3.1 par prolongement par zéro en dehors de U et £ (U)

s

4.4, Proposition .

A) Le morphisme 1° définit un isomorphisme de foncteurs
+ ooto ey E e + L
(x) I : R£(F)® G —— RE (F" ® £%G7)
H Y . e R

o + s b
pour tout PF'€ D (XA) et tout G'€ Dp dﬁn<-+w(YA) .

k) L'isomorphisme 1" se prolonge, lorsque dch,f est finie , en un iso-

morphisme

o : 1 L. '
(1) MRS (F’)-% ¢ ——> Rr£ (F° % £ET )

pour tout F° € D(XA) et tout @° ED"(YA) .

D

v) 8i dch,f est finie et si A est noethérien, 1'isomorphisme [ se

prolonge en un isomorphisme (encore noté II)

¢ L
(v) It RE, (F")%G‘ —> Rf, (F°§:f*G°)

pour F° € D° (XA) et tout G° € D(YA) .

p) si dch, £ est finie et si A est noethérien régulier, l'isomorphisme II

ci-dessus se prolonge en un isomorphisme

L A
(p).. N:Re, (F)®¢ ——> Rf(F O £707)
" Y ’ X

pour tout F° € D(XA) et tout G° € D(YA) .
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4 Introduisong les sous-catégories de K(XA) ,"‘)

- Kp(XA) , formee des complexes de faisceaux plats

- KM(XA) formée des complexes de faisceaux f ;mous

KP,M(XA)= KP(XA) n KM(-XA) .

A On va démontrer p) ; on sait que KM X )/kq1s) (complexes de falsceaux

-f-mous a qua31-1somorphlsme prés est une catégorie equlvalente a D(X )

De méme, X (Y )/T ) (complexes de faisceaux limités supérieurement s Plats,

Y qua31-1somorphlsme prés) est équivalente & D (Y ) « (ct. Hartshoprne {x,
chap. ' §5 et ce séminaire) . Soit F' wun complexe de faisceaux f ~mous

et G° wun complexe borné supérleurement de faisceaux plats . D'apraésg le lemme
4.4.1 et le Fait que £, commute aux sommes directes un ispmorphismeggtaéfini'

par n°
* _ _ £(F) @ ¢—> £,(F" @ £%6") .
Y X
Le ﬁremier membre se factorise par
D(XA) X D (YA) — D(YA)
T
(F,6) t—— Re, (F)® @ R
! R ——
'De méme, pour le second membre, par

| D(%y) x D7(¥,) ~—— p(¥,)

]
(F" 5 6") +——— Rre, (F'® s¥¢)
X

d'on 1'isomorphisme cherché . On coustruirait de la méme maniére g+ et g
dans les cas A) et P) A& condition cependant de modifier les conditions

sur les limitations des complexes .,

Démontrons maintenant v) . I1 résulte de 1a partie ) que powr tout faisceau

F f£,-mou et plat, tout cuvert- V. de X et tout faisceau G sur Y : {
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Rt (F,® £5¢) = 0 i o0
Y -

ce qui montre que F® f G est f -mou et plat . (f ~mou d'apres

¥ X
(Ft@ £ G) ~ Fy @)f G et le théoreme 3.3 , plat car on peut prendre-une ré-

solutlon plate de G o) De m@me u) montre en plus que dans ce cas f,(F) est

. $8i on démontr X ival ' i
plat . 8i on démontre gque PpM(XA)/tqis) est équivalente & la catégorie

D-(XA)’ on a gagné car on peut définir comme en M) un isomorphisme T qui
f ‘coincidera d'ailleurs avec celui de p) lorsque G' €D (Y ) . Mais on sait
déja que K (X )/qus} est équivalente & D (X ) I1 nous suffit donc de dé-

montrer que le foncteur canonlque dt'inclusion

. . e
o i .
e g e

: K u(¥a) /ais) e k(%) /(ais)

est une équivalence . Mais cela résulte immédiatement du fait que tout faisceau
plat se plonge dans un faisceau f£,-mou et plat {si A est noethérien) : tout

faisceau F sur X se plonge dans le faisceau £ ~mou (car flasque)

F= II F_ side plus F est plat pour tout ouvert V de X F{v) =1 F,
X
, x€X - oxev *
- est un module plat; si bien gue legs fibres de F sont plates (Une limite induce

tive de modules plats est plate !) . v

5) Formule de Kinneth .

; Nous allons énoncer et démontrer un corollaire de l'assertion p) de

la proposition 4.4. Le lecteur est invité & écrire lui-méme les formules que

l7on pourrait déduire de A ,p,v,p .

4.5. Proposition .

2 ' Soit

un diagramme cartésien d'applications continues d'espaces topologiques localement
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compacts . Supposons que £, et f} soient de dimension cohomologique finie ,

Alors il y a un isomorphisiie c&rbhique
' L o Qj T
X : RE{F)®REI(6") = Rg, (P = G°")
! ¢ ! | |

pour F € D_(XA) et "G € D—(XA) .

L _
Remarque : Le complexe P 54 G° sur 7 n'eat autre que le complexe

IL
PR ® pr¥gt
Z

4 Il suffit d'écrire la suite d'isomorphismes

. L
RE (F)®Rel(6°)
! y
l % . aéfini par 4.4 "
L *
RE (F g £ RreNE") )
! X !

5 défini par 4.3

B

RE£ (FP® Rp,p'™*(2%))

»d

% défini par 4.4 u)

A

. L '
RE (Rp, (3¥(r") g p'*(a")))

$5 défini par 4.2

v £
Rg, (p*(F") : pr¥(e")) - ¢

™
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THEOREME DE DUALITE. POUR LA

COHOMOLOGIE DES ESPACES LOCALEMENT COMPACTS

La lettre A désigne un anneau non nécessairement commutatif .

Une propriété d'adjonction .

1.0. Lemme .

—— oy

Soit X' un espace topologigue, XA la catégorie des faisceaux de

A-modules & gauche,

ot X2~ (4b)°

wnt foncteur (contravarlant) 4 valeurs dans la catégorie des groupes abellensL _

{appartenant & wn univers convenable). Les propriétés suivantes sont équiva-

lentes,
~=ntes,

i} i est représentable i.e, il existe un,isomorphisme_fonctoriel

F € Ob X} u(F) < HomxA(zf,hu) .

ii) Le foncteur i transforme les limites inductives en 1imites'pr6jectives

i.e. transforme sommes directes en produits-et est exact & droite.
Ltimplication (i) = (ii) est triviale ; démontrons (ii) = (i) .

Tout d'abord pour tout ouvert U C X! 1le faisceau AU est un faisceau
de A-bimodules et par suite.l'anneau A .opére & droite sur l'objet AU de
X! . Le groupe abélien “(AU) est donc muni naturellement d'une structure

A
de A-module & gauche et pour tout UC U'cXt Ile morphisme

wlag) — wlay)
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provenant de l'injection canonique A ] AU €st un morphisme de A-modules

& gaucheo On a ainsi défini un prefalsceau de A-modules a gauche E

hu : hp‘(U) = p,(AU) .

Le préfaisceau hu est un faisceau. En effet soient “(Ui)iEI une famille

d'ouverts de X et V = U Ui . oﬁ'a uﬁe é&ifé exacte de faisceaux :
i€l '
(*) e e T
i,3€1 i3 .« A€X i .

ol les morphismes (1) et (2) sont définis A l'alde des 1n3ectlons canoniques

AU. - AV 5 AU.nU. - AU. y AU.DU. - AU. - Le foncteur | commute aux 1i-
i 1] i 13 J - )
mites inductives., Il transforme . donc la suite exacte (*)“éﬁ la suite

O—-—él_j,(AV) — 1:Ip,-(AT;I_-) — o u(;ﬁ:‘ﬂﬂ.;) PR
. i Ti . N

1,3

- exacte .,

rn;t**)_.*.f 0’-—9 n (v) —-; n B, (U )~ *_g H n (U nU ).
LT e D R 5

La suite (%*%) exprime précisément que hﬂ est un faisceau,

Introduisons alors une categorle T Les objets de I sont les couples
(U,aU) od U est un ouwvert de X' et aﬁ un élément de u(AU) . 8Soient
(U,aU) et:-(V,aV);_deqx objets de I . Un morphisme dans I de (U;aU) dans

(V,av) est un ni'or'-phi'sme.de'faisceaux°
£ o AU —->'AV
tel que . . p(f)(av)

’Soit p ¢ I~ XA le foncteur qul associe tout ObJEt (U,aU) le faisceau
AU . Pour tout obJet (U,aU) de I, 1'élément y VdEflnlt un morphisme de
faisceaux ‘

[a'U] Ay — hu
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d.€. un élément de hM(U) =_p(AU) . Les morphismes [aU] définissent un
. morphisme du foncteur p dans le foncteur constant de valeur hM d'oh

un morphisme

[a]l s limp —> n .
T y

et ce morphisme est clairement un isomorphisme.
Comme le foncteur u transforme les limites inductives en limites

projectives on a un isomorphisme canonique de groupes abéliens :

plal : u(hn) —=> lim pop -
1
Pour tout objet (U,aﬁ) de I , on a un élément canoniqué de ubp(U,aU)=u(AU)

-& savoir précisément 1'élément a; . De plus pour tout morphisme

é £ =A(U9aU) - (Vsav) de I,

a pop(e)(ay) = w(e)(a) = oy . :

et par suite la famille des éléments a; définit un élément e, € p(hu) A

" dans la limite projective. Cet é&lément epa posséde évidemment la propriété

suivante :

Qe

(*%*) Pour tout morphisme m : Ay - hu i.e. pour toute section s € hﬂ(U)

w(m(e ) =s

m

L7 élément ° € M(hﬂ) permet de définir un morphisme fonctoriel en F

23

e Jp ¢ HomXA(F,hu) ~— u(F)

par [%;‘F—(m) OICPIR AT HomxA(f,gg‘) ‘

La propriété (#%¥) montre que les morphismes [eﬂ]AU sont des isomor-

phismes pour tout ouvert U & X' .

Comme tout faisceau F est une limite inductive de faisceaux AU |
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e P

e

o Tz At

suivant des catégories convenables et.que les foncteurs Hom,, ( ,h ) et pu(.)
transforment les limites inductives -en llmltesprOJectlves, 1e morphlsme

teu]F est un isomorphisme pour tout faisceau F .
C.g.f.d.

T e T e

1.1. Proposition .

Soient X' un espace topologique, XA la catégorie des faisceaux de

A-modules & gauche sur X' , B une catégorie abélienne,

e el T e

A : XA -é§' B,

un_foncteur. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Lle foncteur A admet un édjoint 4 droite i.e, il existe un foncteur

E:B~- XA et un isomorphisme bifonctoriel

HomXA(F,E(G)) = Hom_(A(F),G) -

(ii) Le foncteur A commute au# limites inductivesi.e. il itransforme les

sommes directes en sommes directes et est exacte A droite. .

L'1mp11cat10n (i ) = (11) est évidente. Pour démontrer (ii) # (i) il suffit

de remarquer que pour tout objet G de B le foncteur Fr HomB(A(F) G) trans-
forme limites inductives en limites projectives et est pas suite représentable

i (1.0.) par un objet =(G) qui dépend fonctoriellement de G .
) : C.q.f.d.

1.2, Propogition ..

Soient X et Y deux espaces localement compacts, f : X =Y une appli-

cation continue de “A-dimension cohomoldgique fiﬁif(Exposé 3} , X un faisceau

A sur X de A-bimodules £ ,-mou [loc. cits] et A-plat (& droite) . Le fonc-

teur
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est exact et commute aux limites inductives. Il admet wn adjoint & droite i -

i
£, Y —3 X .

K A A
t . . L .
Le foncteur fK est_exact a gauche et transforme les faisceaux injectifs de
YA en faisceaux injectifs de XA o

1.3. Lemme .

Pour tout faisceay F gde XA le faigceau ¥ ® F  est f!—mou s
== _rfalsceau i £=t g I

Bn effet le faisceau F admet une résolution du type :

a a ¢
ceeo—3 L N L > F >0,

2 1 o]

ot les faisceaux Li sont isomorphes A des faisceaux du type %lAU « Le

J
faisceau X &tant plat, le éompleke : 7 o =
1®d2 71®d1 1@ e
ooeo——"}K®L2—'__—>K®L1_‘—_'9K®LO_-_-_—"9K®F—+O9
A A A = 4

est acyclique. De plus pour tout i s le faisceau X ® L. est isomorphe & un

_ Al
faisceau du type X ® _LLAU &=.LLKU et est par suite (exposé 3) £, -mou .
AT Y3 J J ' ' ’
Soit n la A-dimension cohomologique de 1'application £ (exposé 3) .
Dans le complexe -:

0—>ker(1@d ) ——>X@L > eee. —>KQ®L —>KQF —>0,
n An AO A

le faisceau X ® F apparatt comme le dernier terme d'une résolution de lon-

A
gueur n+1 du faisceau ker{(1 ® dn) dont; tous les termes intermédiaires sont
£, -acycliques. Le faisceau K:% F  est donc f,~acyclique. Le mBme raisonnement

stapplique lorsqu'on remplace le faisceau I par le faisceau FV ou VCX

est un ouvert quelconque de X .
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e e

e

AR ..

el

-

Par suite, pour. tout ouvert V , le faisceau X ® FV,=‘(K R F)V est
. A V.

f,-acyclique. Il est donc £,-mou (exposé 3) .

Reprenons la démonstration de la proposition 1.3.. Montrons que le fonc-
. X C, ‘ :
feur  f, est exact. Pour toute suite exacte :

e

0> F' “>F — F' = 0

de faisceaux de A-modules & gauche, la suite :

O2>X®F" —»XQF—=>K®F'—>0
A A A

a

est exacte et ses termes sont f,—mousn Ponc la suite 3

0— fi((F') —-}Afl!((F) - fI!((F}')‘ -0,

est exacte.

Enfin, il est clair que le foncteur P +—> f$(F) ; composé de deux fonc-

teurs qui commutent aux sommes directes, commute aux sommes directes.

Il résulte alors de la proposition 1.7. que le Ffoncteur f% admet un
adjoint & droite '
!

E y — °
f( YA XA

Ce foncteur étant un adjoint a droite est exact & gauché,

Enfin lorsque G €ObYA est injectif le foncteur :

F —> Hom, (F,£.(a)) ,
XA ¥

isomorphe au foncteur
- F > Hom,, (.fIf(F)',G)
A !

est exact. Par suite fk(G) est un objet injectif de X, .

CBQ!FQDD
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5 .

Ted, Remarque .

Pour obtenir le résultat de la pProposition 1.2., on a, en fait, utilisé

la propriété suivante du faisceau ¥ :

(P) Le faisceau K est plat et pour tout faisceau F , le faisceau
K= F est f,-acyclique .
A !

Un tel faisceau est alors nécessairement plat et £, -mou (expose 3) o
Mais srns nypothése supplémentaire (par exemple A dcn(f) finie) le rédacteur
ne sait pas démontrer que la réciprogue est vraie (1.3.) . Cependant on peut
montrer que lorsque l'anneau A est noethérien & gauche de dimension cohomo-
logique globale (é gauche) finie, tout faisceau plat et f,-mou posséde la

propriété (P) . Pour démontrer cela on utilise les tecnnlques de 1‘exposé 2.

1.5. On reprend les hypothéses de (1.2.) . Le foncteur £ étant adjoint a

X
. X . — . o
droite au foncteur £, , on a un isomorphisme bifonctoriel :

(F,a) - HornY (f (7)), G) JHom (F £, (G)) (

A .

Oy

1
Lorsque F = fk(G) » On obtient un isomorphisme :
8 (f!(G) G) : Ho (fK fF(G) @) <« Hom (f?(G) E!(G))
KK’°.’“YA!~K’ X,k

d'ol un morphisme de faisceaux :
Sk
9 * £ fK(G) -G,

' H i
obtenu en prenant l'image par GK(fé(G),G) du morphisme identique de fk(G)

Le morphisme Do est fonctoriel en G et définit donc un morphisme de fonc-

teurs

X .
P ! fK — 1dYA ’

appelé le morphisme d'adjonction .
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T T e

! Réciproquement la connaissance du morphisme ¢ permet de reconstituer

les isomorphismes 6K(F,G) grice au diagramme commutatif :

n "
1:5. 14 fK

HomXA(F,f!(G)) : S HomYA(ff(F),ff f;(G))

o B AP

e o

. K
Hom,, (£,(F)seg)
ok

P MY et iy

\/
Hom, (£(F),& .
mYA  (F),@)

30it © ¢ A = K , un morpaisme de faisceaux de A-bimodule sur X i.ee

_ une section sur X du faisceau X . Pour tout faisceau F sur X , le mor-
; phisme ¢ permet de définir un morphisme de faisceaux :
¢ ® idg
Fo———3X®F ;
A

i" d'ot un morphisme de falsceaux sur Yo

B £,(0)p ¢ £(F) =2 £ (F) 4

il AR "y ’

fe

;; fonctoriel en F . En particulier pour tout faisceau G -de YA cn a une
i?é?- suite de morphismes: '

i £,(0)

ik Fe (@) ¥a.

It £, £1(0) s e(e) —>

I X I .

i Désignons par ﬁG(c) le morphisme composé 3

L Wolo) = oG £100) 4

i £.(8)

¢G(c)- : f!fé(G):——e G .
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On obtient un morphisme fonctoriel en G . Ce morphisme de faisceau induit

pour tout ouvert UC Y wun morphisme de A-modules.d gauche : (

1.5.2. 4lo) () : f!‘f;(G)(U‘) — a(y) .

!
Par ailleurs le faisceau fé(G) est canoniquement isomorpne au faisceau
(cfs 1.0.)

V ouvert de X V i——> Hom, (f?(A ),6) .
. P v
L'isomorphisme canonique é&tant défini par les isomorphismes :
'l bl K
1.5. 3. 6K(AV,G) : HomXA(AV ,fK(G)) -5 HomYA(f!(AV),G) .

On se propose de donner dans les numéros suivants (1.6.,1.7.,7.8., 1.9.)
une description des morphismes {1.5.2.) & partir des isomorphismes (1.5.3.)

1
qui définissent le faisceau fk(G) .

1.6 Polur donner cette descrlptlonnous allons tout d*abord 1ntrodu1re quel- (

section du faisceau £ (G) sur £ (U) dont le support Js| est propre sur
U . On a donc, pour tout fermé js|de £ (U) propre sur U , un homomerphis-

me injectif s

) ! !
14621, i) HomXA(AhH ,EK(G)) —> £ fK(G)(U)

. ‘ 1
qui associe & tout élément de Hory, (Ahﬂ ,fi(G)) i.e. & toute section de
. A

: _ ,

fk(G) sur £ 1(U) a support contenu dans |s| (exposé 1), 1'élément corres-
t

pondant de £ fk(G)(U) .

Remarquons d'ailleurs que le A-module f,fK(G)(U) est canonlquement

isomorphe & 1im Hom (AH £ (G)) -l'igomorphisme étant défini par les
Ist

injections ilsi° Pour décrire le morphisme 1.5.2. :

1)) = £, £(6)(V) — 6(u) , | \




TR

T T ¢
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3k il

e

,.-\Ji4
— 4
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i1 suffit donc de décrire pour tout fermé |s| de £ (U) 1le morpnisme com- A -

osé 3 : .
Hom, (A, £.(8)) —=— £,£ (€)(V) ——— a(u)
XA Isi K 7K
Par ailleurs la section o : A~ X définit, par restriction, g

tout Permé |s| de g (U) propre sur U, une section o), du faisceau
KISI sur f"’1 (U) dont le support est contenu dans ls| . La section o:A -~ K
permet donc de définir un élément encore noté %g) de f'(KIs|)(U> . Pour

tout faisceau G sur Y on a donc un nomomorphisme canonique :

1.6.2. e(a, 1s1) ¢ Hom, (£7(a),),6) —> 6(0) ,
e

qui associe & tout morphisme m 3 f}f(AIS‘ ,6) —> G , 1'élément de G(U) trans-
formée par m de 1'élément o) € fl(KlSl) (v) .

1.7. Proposition .

Pour tout ouvert U de Y , tout fermé |si de f"‘}(U) propre sur U

tout morphisme O ¢ AKX, le diagramme ci-aprés est commutatif

f;f;(G)(U) o) > &(U)
i ' e(o,1sl)
. 5 (;ﬂ; )
HomXA(AISl ) fK(G)) X sl 5 Hom‘{A(fI!((AliSi ) ) .

Preuve : a) - Introduisons tout 4'abord le morphisme :

) .

can . By —> Jv’:‘!(A[si

Le A-module f*(A!sl Y (U) posséde en effet un élément canonique : la

section unité de sur £ (U} qui est bien une section de A, , sur

A
Is|
i‘:"-'1 (U) dont le support lsi est propre sur U . Cet élément canonique définit
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donc un morphisme de A, dans £,(a, . ) qui est par définition L

Is}
can : A —> f!(AWS{) .
!

b) - Soit ¢ Alsl - fk(G) un morphisme de faisceaux sur X . Le

morphisme composé : '

P pose fq(a’)

- _can ) !
by —> f!(A!s’) — f‘!fK(G)

f
k(G) qui n'est autre que la sec-

tion i{sl(a) (1.6.1.) ainsi qu'on le vérifie immédiatement. Nous écrirons

définit une section sur U du faisceau PE
donc (abqsivement) :

171, iis!(a) = f!(a) o can

(1tabus consiste & identifier les sections d'un faisceau € sur un ouvert

U avec les homomorphismes de AU dans G . Nous ferons systématiquement

cet abus dans la suite) .

-

¢) - Par définition 1.5.2. on a 1%égalité : L.

Hl@) (O g ) =9 = (om0, IO (i @)

K
d'ofly, en utilisant 1.7.1., l'égalité :
127020 ¢ o fylomia, Jof(¥)ocan = \#G(c)(U)(iFS‘ ()} .
A fI'c(G) :

d) - On a un diagramme commutatif de faisceaux de A-modules sur X @

o !
Brg > £,(6)
o ® id :
%el a  £(e)
- ',. .
. s K2 £.(G) :
s} 1dK R A X
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d'oll, en utilisant la fonctorialité de £ et 1e7¢2. 5 1'égalité :

!

1.7.3. q:G o f‘!(idK %9&) ° f!(gls]) o can = wG(o)(U)(ilsl(a))

e) - Le diagramme commutatif 1.5.1. (dans lequel on pose F = Als:) four-
nit 1'égalité
s X
QpG @ f,(ldK%Q) = SK(AISI 7G)(a) e f!(A!S!) -G .

D'oll en reportant dans 1.7.3.
1474, §K(AIsl , G} (o) o.fr(cisl)o can = wG(G)(U)(llg(a)) -
£) - Il pésulte immédiatement de la définition tTe6.2, du morphisme :
X
e(o, 1s1) + Hom (£,(a_),6) —> (V) ,
. A A * :
que ‘pour tout B é.fif(gs) = fI(K{S]) —> G, on a ¢

e(o,sh)(B) = B o f!(o‘m) s can .

]

En appliquant ce résultat au cas B 5K(Atsi , G){e) et en reportant dans

1.7.4. on obtient

167.5. e(c,lsl)(&K(AWSl, a)(e))

- ”

46U (1, @) -

Ca QeFoDe‘

1.8. Pour remplir le programme annoncé en 1.5.4 il reste & relier les iso-
morphismes 6K(Als: » @) aux isomorphismes GK(AV"G) (V ouvert de X) . Ceci

est fait dans la proposition suivante :

1.9, Proposition .

Pour tout ouvert U de Y , tout fermé |sj de f‘_1(U) propre sur U ,

on a un diagramme commutatif ot les lignes sont exactes :
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. HomXA(A“”Ffi(G)) | HomXA(Af"T(U)’fk(G)) 7 HomXA(Af (U)—ma )
8 (8 1G) o 6K(Af_1(U)fG) . 6K(Af"(u)-.sp’g) 2
J{ ~ - 4
o 5 K ’ o X ? K 9
| —>H mYA(f! (8,46 —> 5 mYA(ff(Af-"(U)) ) >H0mYA(£!(Af_1(U)—isl) @)
* Résulte immédiatement de la suite exacte :
0—4 —> A —>AL > 0 .
£ U)-)s £ (v) ’

2 . La propriété A (4) .

2.1. Définition .
Lo

Soit £ 3 X - Y une application continue d'espaces localement compacts.

On désigne par A{A) la propriété :

A(A) ¢ La_A-dimension cohomologique de £ est finie (exposé 3). Le fais-

ceaw _constant A admet une résolution (& droite) de longueur finie par des

faisceaux de A-bimodules £, -mous et plats (2 droite) ,

&2,Pmmoﬂtuma

Soient A il anneau commutatif, A~ B upe A-algébre. Soit £ ¢ X = ¥

une appllcatlon continue possédant la proprleté A(A) . Alors £ posséde la
propriété A(B) .

En effet si la A-dimension cchomologique de £ est Finie, il en est de

méme de la BFdimension cohomologique de £ (exposé 2) - De plus, soit

A-S3K une résolutions bornée, f£-molle et plate du faisceau constant A .

Le morphisme de complexe :
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B._iﬁ_e_;aimc

. est une résolution bornée, f-molle 1.3. et plate (A droite) du faisceau cons-

tant B par des falisceaux de B-bimodules,

C.Q.F.D.

2.3. Proposition .

Seient f 3 X -+ Y une application continue de A-dimension finie (ex-

a

posé 3 . Lorsque l'anneau A est noethérien & gauche 1l'application £ pos-

sdde la propriété A(A).

- En effet pour tout faisceauw F sur X , désignons par CO(F) le fais-

: ceau
= o n -
c™(F)(U) = _XEU F o o»

et par
(P : FP—cF) .
le monomorphisme canonique. (Résolution de Godement) .
~ Posons alors :
cP(r) = c(ZPN(F)) .
2P = coker(aP2 : cP2(F) ;.CP-‘](FI))
ﬂp—1(F) = projection canonique CP-1(F) — ZP"T(F) .

PR = §(2P(®) wPTE)) 2 PTUE) - P(R) .

Les relations ci-dessus définissent un complexe q§tfaisceauxfflasques $
P G ] .
S c(F) = c(r) =L (£) CHF) — ...,

muni d*une augmentation :

p—Ls ¢ (r)

Pour tout point x de X , le complexe fibre :

J

i g, —2X5 Or) —>c(F). — ...
x x X

est nomotope & zéro [G] .
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Lorsque F est un faisceau de A-bimodules le complexe C° (F) est un
complexe de falsceaux de A- blmodules, et de plus lorsque F est plat (a {
droite) le complexe C° (F) est un complexe de faisceaux plats. Ceci se dé-
montre par récurrence. Supposons les faisceaux Ci(F) et Zi(F) plats

pour 1< p . Pour tout ouvert U de X y 1e bimodule :

cP(F)(U) = n 21’4(14‘)X
x€U
-est plat & droite (A est noethérien 3 gauche). Par suite pour tout x &€ X )
le bimodule :

cp(F)X = lim cP(F)(U) .
X2

est plat et la suite éxacte scindée :
0 — 2P 1(F) —_ CP(F) — ZP(F) —> 0

montre que le bl—module ZP(F) est plat ce qui achéve la démonstration par

récurrence,

Seit alors n la A- dlmen31on cohomologlque de £ (exposé 3) et consi- k

dérons le complexe de faisceaux 3
o)
r(a) : c°(a) —%» cr(a) —> ... — 2'(4) —> 0

muni de 1'augmentation :
T A—> r(A) .

rR(A} - est w complexe de faisceaux plats. Pour tout entier i £ n<1 les fais-
.ceaux C (A) sont flasques donc f,-mous. La dimension de £ étant égale a
n le faisceau 2"(A) est lui aussi f,-mou . Par suite (R(A).J) est une
résolution du Paisceau A par un compléxe borné de A-bimodules plats (a

droite) et £, -mous .

CB QGF:IDG
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2.4, Proposition .

Soient X,Y,Z, trols espaces localement compacts £ ¢ X—2Y et

g:Y—>7Z dewx applications continues o

1) g et £ possédent la

oropriété  A(A) = gf possdde la propriété A(A)

2) gf posséde la £ posséde la propriété

propriété A(A) = Aa) .

R L g T

Démontrons 1) 3

s e i . ot

e
Soit A —> K} (resp° A — 9 K;) une résolution.bornée plate et

£,-molle {resp. g,—molle) du faisceau constant A sur X (resp. Y) -

°

Le complexe simple g*(K;) % K; = Kgf est un complexe borné de falsceaux

plats. Le morphisme de complexes 3

9*(eg)®i<i
£ g A £

K

est quasi-isomorpnismeolPar suite :

(g*(eg) ®1d) o Gf_“. e
gf

A

est'une:résolut{on bornée et plate du faisceau constant A . Montrons que
clest aussi une résolution g£|—mdlle° Tout révient & montrer que le fais-
‘ceau sur X . ' '
g*(N) @ M
A

est gf, -mou, lorsque M est un faisceau de bi-modules £ -mou sur X et

M un faisceau de bi-modules g,-mou et plat & droite sur Y . I1 suffit de

montrer que pour tout ouvert U de X , le faisceaun :
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(g*(). 0 M), = g*(N) ® 1,
- A ' A
(
est gf,—acyclique'(exposé 3)° Or le faisceau MU est f,-mou et par suite,

A

quitte & remplacer M par MU s 11 suffit de montrer que

g*(N) @ M
A

est gf,—acycliqueu La formule de composition (exposé 3) donmne :

R'gf (g*(N) 9 M) = R'g, ("2, (*(W) ® 1)).
! P A
De plus la formule de projection (exposé 3) fournit un isomorphisme (N est
plat) :
r'e, (g*(n) % ) *‘N’% r'e, (M) .

Comme le faisceau M est £, -mou, R+£,(M)== £,(M}. Le faiscean M étant
plat et g,-mou et g étant de A-dimension finie, il résulte de {1.3.) que

le faisceau N ® f,(M) est g,-mou . Par suite :
A b H .
RYge, (g*(N) ® M) = gr, (g*(n) 2 M) .
Ths A !

Le faisceau g¢g*(N) @ M est donc gf,-acyclique. Pour achever la démonstra-
A !

tion de 1) il suffit de montrer que la A-~dimension cohomologique de gf

est fini ce qui résulte immédiatement de la formule de composition (exposé 3),

R'gr, = R'g, o R*e, .

T T S i T Lk e e 2 i e £ M S e ot e m P S s e e

Soit A-Es K;f une résolution bornég et gf,-molle et plate. La reg-

triction de K; aux fibres de l'application gf est c-molle. Par suite

£
la restriction de K;f aux fibres de l'application £ qui sont des fermés

contenus dans les fibres de 1'application gf, est c-molle. Il en résulte que

Kéf est un complexe, plat et £y -mou .
Enfin un raisonnement analogue montre que la A-dimension cohomologique

de f est bornée.

ce Qa Fo D.
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2.5. Proposition .

Soit

un carré cartésien d'espace localement compact. Si 1'application f posséde

1a propriété A(A) ,-l'application £' posséde la propriété  A(A) .

En effet, il résulte de 1l'exposé 3 que 1a dimension conomologique de £°
est majoréé par la dimension cohomologique de £ . De plus, si A 5 K} est
une résolution bornée plate et Ff-molle du faisceau constant A sur X,

A _ﬁiffilé g‘*K; est une résolution bornéé plate et f;-molle du faisceau
constant A sur X' .

CQoFoDs

Théoréme de dualité {Forme globale) .

3.1, Soit £ 1 X = Y une application continue d'espaces localement compacts.
Lorsque la A—dimension conomologique de £ est fini le foncteur dérivé to-
tal de £ est défini sur la catégorie D(XA) catégorie dérivée des complexes

de ‘faisceaux sur X bornés ou non [4] =
RE, 3 D(XA) —> D(YA)
Il transforme les objets de D*(XA) en objets de D*(YA) (% = + ,.00,D) &

3.2. Théoréme .

Lorsque 1'application f posséde la propriété A{A) 2.1., i1 existe un

foncteur, et un seul 3 isomorphisme unique pres :

!
£
-+

: D+(gA) —> Df(xA)"',
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Muni d'un isomorphisme bifonctoriel :

1 . ;
Af(F,G) : R Hom(R.P!F,G) s R Hom(F,f;tE) . (%) [

+
F € Ob D(XA) - GEObD (YA) .

Lorsque de plus la A-dimension injective des espaces X et Y est

finie, (exposé 2), il existe un foncteur, et un seul & isomorphisme unique

prés s
1
f a
£ s D(YA) — D(XA)

muni_d'un isomorphisme bifonctoriel :
H
Af(F,G} : R Hom(R.E!F,G) ~~> R Hom{F,f G) (%)

F € 0b D(XA) G € Ob D(YA) .

Démontrons d'abord 1l'unicité. Lorsqufon prend la cohomologie de degré
zéro des deux membres de (*) (resp. **), on obtient un isomorphisme bifonc-

toriel

Ag(F,G) : Hom (R.E!F,G) > HomD(XA)(F,fiG) ) (

D(YA)

4
G € p(y,)

I
(resp : Ag(F,G) : Hom (R £, F,G) 5> Homp )(F,f'G) )
¥ A

D(YA)

a

! I
le foncteur £ {resp. £') apparait alors comme l'adjoint & droite du fonc-

teur Rff, (resp. Rf, ) d'ol l'unicité .

La démonstration de 1'existence occupera les alinéasg 3.3.; 3¢4., 3.5. .

3.3. Démonstration de 1'existence (Notations) .

Soit ¢
A—2 5y

une résolution bornée du faisceau constant A sur X par des faisceaux

£,-mous et plats (& droite) : \
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o
d_. d_.. d. .
o=x° X ¢! Es? X5
_ : Ki
Rappelons 1.2. qu'on désigne par £, : XA _— YA » le foncteur
F—> £,(K1® F) . Désignons alors par
' A
fKo : X, —> comp Y
oAy LERT

le foncteur qui associe & tout faisceau F le complexe de falsceaux sur Y 3

f!(dz,% 2)
;V fT(KoﬁF)—-—-——————} f,(K“@F)ﬁoeau
: : A

: , ¢ comp XA —3 com’szA l'extension du foncteur f? aux com-
= . ' .

X . . °
plexes. Le foncteur @ £, associe & tout complexe de faisceawx F sur X

" le double complexe de faisceaux sur Y dont les composants sont ¢

Désignons sz

(26X (r))Pr T = o (e

et dont les différentielles proviennent dans la premiére direction (p)} des
différentielles de X° et dans la deuxiéme direction (gq) des différentielles

de PF° . Enfin désignons encore par

@

v (3.3.1.) f? : comp X

" —> comp YA

| B - le foncteur :
A

7!" ¢ A ©
‘!'%A ) ’ f?(F) = complexe simple associé & 2 EF (F) .

] : : .
Rappelons 1.2. qu'on note f'i H YA e XA 1tadjoint & droite du fonc-
| | K

teur £, : XA —> YA » Les morphismes fonctoriels :

. i i+1
i X K
f!(dK° ? o) £y = f,

fournissent par adjonction des morphismes de foncteurs :

‘..,.__..._...._.__.
oty e s <
Pl
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!
Désignons alors pour tout faiscean G sur Y par fku(G) le complexe

de faisceaux sur X dont les composants sont :

1 t
fka(G)P = £ (ay ,
=P
K
et dont les différentielles sont :
D] ¥
dp 0 . = (dK:up )G )
fk,(e)

On a ainsi défini un foncteur

1
.e H "'_9 ) s
fK YA comp XA

Soit G° wun complexe de faisceaux sur Y . Désignons par

£. 3 comp YA —> comp2 X

K A

!
x° ;
complexe G° sur Y un double complexe fk,(G°) dont les composants sont 3

l'extension aux complexes du foncteur £ . Ce foncteur -associe donc & tout

2t D, S |
(£po(a )P = fK_p(Gq) : : i

Enfin notons

T , .
k.'z'comp Y, —> comp X

3.3.2, £ 4 N

2

le foncteur obtenu en composant le foncteur -fk. avec le foncteur complexe

simple associé.

3.4. Démonstration de 1'existence (suite) .

Soient F' un complexe de faigsceaux sur X et G' wun complexe de faisceaux

sur Y . Notons :
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2, 2 4
Hom®* " (F°, fﬁ,(G°)) Hom™“*( £ (F°),6°)

les triples complexes des morphismes. Les composantes en sont ¢

e
(Hom**"(F*, £..(a")))P ¥

}f

- I ig
= Hom, (FP,2° (&))
X4 x4

=t
!

2 ¢ ' Y _-py
(Hom™* (£, (F7),q"))TPsT o Hom,, (g, (F75),e")
! a !

Les isomorphismes :

2, , 2 .
3e4.1. 6 _q(F‘P,Gr) t(Fom™ " (F7, £..(6")))P T =5 (Hom' £ (F), e ) TPor
‘ !

commutent aux différentielles des complexes et par suite sont les composants

ik

d'un isomorphisme de triples complexes gue nous notons :

2 ' 2 .
3.4.2. 3AK°(F°,G°) : Hom"*°(F°, fén(G°)) > Hom"* " { ff (Fe),a") .
Désignons maintenant par :
H i o L ! e L] K * L a
| Hom® (F ,PKQ(G )) (respe Hom (f! (r*),a"))

rlé'complexe simple associé au compleke double des morphiémes du complexe simple

. \ .
i F* (vesp. f$ (F°) (3.3.1.)) dans le complexe simple fi,(G°) (3.3.2.) resp. 6°) .

. .
Le complexe Hom°(F;fkn(G°)) (resp. Hom°(f§ (F'),G°}) est canoniquement

g . v + >0 8 L f 49
lsomorphe au complexe simple associé au complexe triple Hom (F, fko(G ))

2 o .
{resp. Hom"""( f? (F"),G")) . Par suite 1'isomorphisme 3.4.2. définit un isomor-~

phisme de complexes simples .

, ,
3.4.3. Byo(F,6%) & Hom™ (F*,£,.(6")) > mom (£ (F*),6°) .
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. N oy e . .
Explicitons les composants AKa(F ,G*)  de cet isomorphisme. Pour tout
entier n désignons par En 1%ensemble des triples d'entiers (pyqsr) tels |

que P+ q+r =n. 0On a alors :

Hom® (F°, !, o n _ T om —p9 ! ot

(Fom™ (F", £ (")) (p,q,r)eanH XA(F fK_q( ))

(Hom’(f‘Ifu(F°),G°))n = 1 Hom,, (fK:q(F-p),GP) .
' (prair) €E_ A

L'isomorphisme AEO(F°,G°) peut alors &tre défini par une matrice
a de type E E dont les termes non diagonaux sont nuls
( (Psq,r)s(P'yq"fI“)) YPE B X By g

et dont les termes diagonaux sont 3 4.1. @

= (-0)Ply  (FPary

Ied-4e *(prair) i (prarr) © gd

3.5. Démonstration de l'existence (fin) .

Soit I+(Y } (resp. I(Y )) 1a sous—catégorie pleine de comp YA définie

par les complexes bornés 1nfér1eurement (resp, sans condltlon) dont les compo-

sants sont des objets injectifs.

Soient D(Ab) 1la catégorie dérivée de la catégorie des groupes abéliens

et 3

QAb : comp Ab ——9-D(Ab) ,

le foncteur canonique. La formule 3.74.3. permet de définir deux foncteurs :

(comp X, X I+(YA) —> D(Ab)

e

- o ® ! -3
3.5.1. (F*,6°) +—> Q, Hom (F ,fK.(G 1)

(F',6") —— Hom"(fIfG(F"),G")
\ Ab I
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et un isomorphisme :

© 2 a o ] ! © ~t o Ko L3 o :
AFT,57) s Q, ,Hom (F ,fKa(G }) Qyilom (fg (r*),5°) .

3.5.2. QAbAK

Les deux foncteurs transforment les quasi-isomorphismes de 1'argqument G°
(ioe° puisque G° € I+(YA) s les homotopismes de 1'afgument G°) en isomorphis-
mes de D(Ab) » Montrons qu'ils transforment les quasi-isomorphicmes de 1'ar-

gument F° en isomorphismes. En effet soit F° -£% P un quasi-isomorphisme.

1 .
Comme le complexe fﬁ (g") est un complexe borné inférieurement (K est borné)

dont les composants sont injectifs (1.2.) , le morphisme de complexes :
! !
Hom' (m, £+ (6°))  Hom(F" ,fg{o(@)) —> Bom™ (F”, £,. (6°))

est un quasi-isomorphisme {47 .

Les propriétés universelles des catégories dérivées entrainent alors que

Y

les foncteurs 605=1°) se factorisent d'une maniére unigue par la catégorie :
+
p; D o
D(x,) x D7(¥,)

On se propose d'expliciter ces factorisations .

Soient :
QX 3 comp XA — D(XA) .
A
3.5.3. :
QYA : comp Y, —> D(YA) .

QX et QY aux

les foncteurs canoniques. Les restrictions des foncteurs
A A

catégories I+(XA) et I+(YA) (complexes de type injectif) seront encore

notées, abusivement, QX et QY respectivement. Le foncteur

A A

Q, ¢ I+(YA) — D+(YA) est le foncteur composé du foncteur canonique

A

a
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I+(YA) — ;%(YA) (complexes de type injectif & homotopie prés) et de 1'équi-~
valence Ef(YA) - D+(YA) . (
a) Le foncteur :
f{c : I+(YA) — I+(XA)

passe aux complexes & homotopie prés et fournit un foncteur encore noté :

! + +
£ro ¢ I (YA) — I(x,)

comme les catégories ;f(YA) et ;%(XA) sont respectivement équivalentes aux

catégories D+(YA) . D+(XA) , il existe un foncteur :

a

S +
3.5.4. £ :D (YA) —> D (XA)

unique a isomorphisme unique prés, tel gue le diagramme :

a

!
£

Iy > K s IM(x) (
- A )
Q Q
A , Xy
4 £, 0
D(¥,) 7 > D7(x,)
201t commutatif
b) Le diagramme ;
comp XA— . > comp YA
Q Q
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est commutatif A isomorphisme canonique prés .
En effet pour tout complexe F* , on a un morphisme ¢

~ N 2 o - o
€ % 1dF F° — K %h F
Ce morphisme est un quasi-1isomorphisme (car X° et A sont bornés et plats)
du complexe P du complexe F°  dans un complexe simple dont les composants

sont £,-mous (1.3.) . On en déduit un morphisme de foncteurs.

KO
, y:q, £,(F)—0Q,f (F*) -
- A . A Fn YA ! YA !l

Comme le foncteur QY f? (F°) transforme les quasi~isomorphismes de l'ar-
Al
gument P en 1somorpnlsmes (f est de dimension cohomologique pinie), il
résulte des propriétés unlverselles ‘du foncteur dérivés, que le morphisme
£ (etg id ) définit un unique morphlsme de foncteurs [H] :
A
3.5.5. RE, Q > O e
! A Al

Y

°

et que cet unique morphisme est un i somorphisme [ﬁ] .

c) Soient F° wun objet de D(XA) et M° un objet de D+(XA) . Rappelons

[H] que R Hom(F®,M") est un objet de D(Ab) qu'on peut construire de la ma-
nidre suivante : Il existe un objet de W' de I+(XA) dont 1'image par
Q +(X Y =D (X ) soit isomorpne & M° . L'image par Qs comp Ab - ptab

A
du complexe simple Hom' (F° , W’ ) est alorg canoniquement isomorphe & R Hom(F* M )

11 résulte alors de a), b), c) qu'on a pour tout objet F° de comp XA et

tout objet G° de i+(YA) des isomorphismes bifonctoriels

Q

o HOm“(F‘,fI!('I.(G")) Wy Hom(QXAF°,fi( g, (¢)))

3: 5.6 e-

i ° (2) ° °
3 | Qe H0m°(fI!< (F),a°) = R Hom(R £, (QXAF Y, Qy G )

A
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Il résulte alors de 3.5.2. et des propriétés universelles des catégories
dérivées gqu'il existe un isomorphisme bifonctoriel et un seul : (
' -3 a o
| Af(F°,G°) : R Hom(F°,f;(G )) =5 R Hom(R £, (F°),q")
3:.5.7.

9 ' o +
F° € D(XA) , G €D (YA) .

l tel que le diagramme ci-aprés soit commutatif :

(1)

AT 3 J DR .
‘ Qupfiom’ (F*,£,.(G")) 5 R Hom(QXAF , £ QYA e )
| 30508, Qb (F*,6") R N (M R A
a _ A A
; ] K° e (2) o
QAbHom (ff (r),e°) ~ 5 R Hom(R.E,(Q Py, Q, G°)
! 'S '
| A A
° - + .
F° € comp X, @ €1 (YA) . (

, ' } ‘
Ceci achéve la démonstration de l'existence du foncteur f; . Lorsque la
A-dimension injective des espaces X et Y est finie on procéde de maniére
analogue, On utilise le fait que dans ce cas, la catégorie des complexes de

type injectif de X, {resp. YA) (sans limitation) & homotopie prés est équiva-

Ab . lente A la catégorie D(XA) (resp. D(YA)) .[H] . Les détails sont laissés au

lecteur.

3.6. Remarque .

| ' On a donné dans l'exposé oral de ce séminaire un énoncé du théoréme de dua-
I _ 1ité légérement différent. Lorsqu'on suppdse que £ est simplement de A-dimen-
sion cohomologique finie, hypothése & priori plus faible que 1'nypothése A(A)

{cf. cependant 2.3.), on peut montrer l'existence d'un foncteur

! + +
£ : D (YA —> D (XA) .

+
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tel quton ait, pour tout F' € D—(XA) (et non D(XA) , un isomorphisme :
R Hom(F,fj_(G)) = R Hom(Rf!(_F),G) . ' N
Le caractére encore plus 1neqthé£1que des démonstratlons, et aussi certaineg

difficultés dans les questions d'unicité du foncteuwr f ont poussé le rédacteur

4 présenter l'enoncé 3.2. -

ol
|
N
|
|
|

j 4 . Le Morpnisme d'Adjonction . l
i
ﬁj 4,1. On reprend les hypothéses et les notatlons du théoréme de dualité 3.2. . \
: Appliguons le théoréme 3.2. au cas oh F =17 G . On obtient un isomorphisme ‘
T (dans D(aD)) \

v ! ! ~ t
Af(f_l_G,G) : R Hom(f+G,f+G) 5 R Hom(R £, £+G,G)

En prenant la cohomqlogie de degré O des deux membres on obtient s

Gs ! ! ~ !
Af(f+G, G) :HomD(XA)(f+G,£+G) 5 Hom (Rfif+G,G) :

D{Y A)

1
- d'ol, en prenant l'image du morphisme identique de £ G, un morphi sme
_ +

i 1
il 4y 1o - 3(£,6) : Ref G~ G, GEOD D+(YA)

qufon appelle le morphlsme d‘adjonction et qu'on se propose dtétudier dans ce

numéro .

4.2, Soient A €& ¥° une résolution finie plate et f -molle du faisceau cons-

tant A sur X , F° un complexe de faisceaux sur X dont les composants sont

f,-mous et G° un complexe de faisceaux sur Y dont les composants sont injec~-

tifs.

‘Op a défini en 3.4.3. un isomorphisme bifonctoriel

X

. ; .
At (F,E8°) s Hom“(F°,£1'<,G°) 5 Hom"(flgc F*,G°)
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et des isomorphismes (3.5.6.)

RPN B * o ! .
Q,,, Hom (F°,£..G7) _L_l_> R Hom(Q, F", £ Q, G°)
X + Y
A A
.nes -
L) N o 9 ** -3 o
ur _ Q HmluKF,G)l—leRJMMRfQ F°,Q, G)
Ab ! N Y,

De plus, il résulte de la démonstration du théoréme 3.2. qu'on a un dia-
gramme commutatif (3.5.8.)
Ab K(F G)

PR
Qp, Hom (F 2 £y G ) > Quy

Hom“(ff F°,G°)

4.,2n1° (%) ' | (*%)

f Af(QXAF R )
R Hom(QX F'of, Q G*) : > R Hom(Rf,QX F*,Q G*)
A A - " Ta A

. .
D'ol, en prenant F° = f;(G“) (complexe dont les composants sont injectifs (
(1.2,)) et en prenant la cohomologie de degré 0 des deux membres, le dlagramme

commutatif :

Q, y(£6%,8)
YA

K° E & a
Q, f, £,. G > Q, G
YA ! K YA
R Ff £! Q @
!
- ' ¢+ YA

olt l'isomorphisme vertical se dédult des 1somorphlsmes (3 5:5. ) et (3 5:4, )

et o Q(f e ) est l'image par
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0 .t Ao o o Toe b ey ~ K° .0 e e l
. . g ‘e D s - £ . G
; by (fK G",a%) Hom oo XA(EK G, £.G ) HOM o v, (f! G )
B |
b 1
i du morphisme identique de fﬁ,G° .
i
B _
i 4.3. On peut d’ailleurs décrire plus précisément le morphisme
{ | - o Ku ! -
; $(£,6",K°) ¢ £, £go —> G .

o

Pour tout entier g et tout entier r , désignons par :

' qa 4, .
4.3.1. g(£,67,x%) £ o d
: . Kq
2
" 1le morphisme fonctoriel provenant des propriétés d'adjonction des foncteurs
. q . '
f% et f'q (1.5.) « Le composant de degré r de $(£,67,K7) :
! X ,
RN o P s T
§(£,6°,X°) = A £, £ G —>G
9sPs S : K""P
E g+p+S=r
|
| . - e
N est une somme directe de morphismes
b C oyt oy
¢een,x0) = L1 oy(eenx) o
b v Py
L ' q+p+s=r
1( ;;?” B ) T Kq ! s | T
2 y(£,G°,K") A
- 9sPs 8 : K"P
et on a 3
o o r - .
£,G ,K = 0 si r # s
w( e )CbPiS )
4,324 .
r dgrt) e
\v(ng K )q?_q’-r - = (’1) \}’(f?G X )
118 Les relations 4.3.2. résultent immédiatement de la définition de
LT By (F7,67) (3.4.4.) -
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4.4, Le morphisme de résolution € : A = K , définit pour tout objet

(

G de I+(YA) un morphisme fonctoriel en G°

€ e | G B
4&4@10 f!, » f! fKaG — f! chG o

!
est un quasi-isomorphisme car f£..G° est un com-

Le morphisme £ X

|
plexe dont les composants sont injectifs. Notons

!
4.4.2, &(£,6°,K°) £y £ G —>

le morphisme compogé

!
£F. G
! K 2 -3
L _ 8(£,q°,x°)
f(—: .
1

Koo {e,60,K%)
£ £.G Al 5 G

a

11 résulte de 4.2.2. qu'on a un diagramme commutatif fonctoriel en

foaG : Qé(fs LK)

Rfo G%

ol l'isomorphisme vertical provient du quasi~isomorphisme (4.4.1.) , et des
isomorphismes (3.5.4.) et (3.5.5.) . Comme tout objet de D (Y ) est iso-
morphe 4 1'image par Q; d'un objet de I (Y Y, 1le diagramne (4.4.3.)

permet de reconstituer 1é morphisme é(f,G) 1 (4°1a1.) lorsquion connait

404@30

le morphisme @(f G°,X°) . Nous allons maintenant donner une description

directe de ce morphisme ne falsant pas intervenir 1%isomorphisme
A(fGG), {
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4.5, On a, pour tout ouvert V de X , (1.0.) :
- c ! a o
4,51, . - £..G7(V) = HomYA(f, 4G G") .

Soient U un ouvert de Y et P(U) 1la famille des fermés de

-1 -
(U) qul sont propres sur U . Par définitien du foncteur £, on a:

i !
4.5.2, Fo£.G°(U) = 1lim  Homl (A ,£..G°)
K !
1s |€P(U) Ky VK
ou Aﬁsl désigne le faisceau constant A sur |s| prolongé par zéro sur

X en dehors de lIsi . De plus on a, pour tout |s| dans P(U) , des suites

exXactes 3
4u5030 0——-—-—>A_ .-..__9_A_ _._._Q.A ——90
£ (U)-1s £ (v) tst
‘
4.5.4, 0 ~—» &' x° —_— K;s: —_— O H

e e N w)

d'ol une suite exacte de complexes {4.5.3.)

1 {
- Hom; (A f -G°) = Hom, (A _ s £..6°) - Hom! (A i E .G .
"‘x is? “LXA gy K K 5 (0)ogs)
En utilisant 4.5.7. on obtient un isomorphisme
Hom;, (A, ,£..G>) = ker(Hom, £X° ,G*) ~ Hom, (£X’ ,a))
mxA s’ L 6T ”‘Y )

d'ol, en utilisant 4.5.4. , un isomorphisme :
H Q ( ‘ ! a ( o
4+5.5. OH_IXA Alsi,fK,G ) = HomY £ KIS[,G )

et par suite un isomorphisme (§°5,2?)

) N ! , .. ,.Q . . . . o
4.5-6. £y 8.6 (U) = 1im  Homy (f!K,SI,G ) .
(sl €2(U)
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Or, pour tout |s| dans P(U) s le morphisme composé
e 1 ' {
£7(u) - _ -

Rl T —— f”(m“‘} s

‘est une section de degré O de Kﬂﬂ sur £ (U) dont le support est pro-

pre sur U . Une telle section esti par définition, une sectlon de f£,X }s!

sur U :

o{U, Isl,e) & &, = f_!(K"[Si) .

11 est clair qu'on obtient ainsi un morphisme o(U,e) du faisceau
Ay dans le systéme projectif de complexes de faisceaux (f (K ),!sfe P(U)).
On déduit alors de 4. 5,633 par composition avec G(U e), un morphlsme de

complexes

f f G (Y) — I-IomY (AU G* ) -G (U)
qufon note :
{ - e ‘
4.5.7. M(£,6°,K°)(u) f,fl‘cne"(u) — ¢ (1), (

Il est clair que, lorsquée U varie, ces dlfferents morphlsmes sont

compatibles avec les restrictions et par suite, qu'on a Aéfini un morphisme

de complexes de failsceaux :

t -3
4.5.8, M(e,6°,K°) £ £,.67 —> @

4.6. Proposition .

On a 8(£,a",x") =~ M(£,6°,x°) .

La proposition résulte de la définition de 3(£,6°,X°) (4.4.2.)
et des propositions(1.7.) et (1.9.) .

4.7 Le foncteur RE, D(XA) — D(YA) définit, pour tout objet F de

D(XA) et tout objet F* de D+(XA) un morphisme bifonctoriel s
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4,701, RE(R £,) : R Hom(F,F*) —> R Hom(Rf,F,RE F')

4.8, Proposition .

Sous les nypothéses du théoréme 3.2., le diagramme ci-aprés est

commutatif :

RES(RE,)

! 1
R Hom(F,f+G) R Hom(Rf,F,Rflf;G)

R Hom(Rf,F,3(£,G))

A (F,8)
R Hom(Rf F,G)

(8(f£,6) désigne le morphisme d'adjonction (4.1.1.)) .

4,9, Démonstration .

Soient F° un complexe de faisceaux sur X et F'° un complexe

borné inférieurement de faisceaux sur ¥ . Soit de plus A % X une réso-

lution finie plate et f-molle:du faisceau constant A .

Ll
I3

Le foncteur f? définit un morpnisme bifonctoriel de complexes ¢

H

°

4.9.1. Fl°(f§ } @ Hom' (F°,F*°) *—9>Hom°(£? F“,ff Fr°)

Ce morphisme est défini comme suit : un &lément de-degré n de Hom'(F',F")
est une famille {(a_ ) , p+gq=n, '
P4
a 1 FP—>md,
Psq .

K F",f% F'") est une famille

(b

' L
SvP!:tQQ') » SEP 4.t4'qu : ? !

b
s;pT,t,q’
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On a alors,

n KQ ) B . . {
) laggd = (o by g ge)

» . o '
Papt,t,q =0 st PP AP ou q' Faq.
4.9.2 . ps+s(st1) |
o o L 2 ‘ K
b = (~1 £ {a .
¥ P (-1 r (3,9

On a de plus des morphismes canoniques

o L o o n o IO
can, s Q,, Hom (F*,F'"") —> R Hom(QX F)Qp F )
A A
cm:%mmﬂ§WJﬁw%%RMMM£W%f%M)

b leal. . dED L

provenant du fait que R Hom( , ) est le foncteur dérivé de Hom®(,) .

Nous laissons -gu lecteur-le soin de démontrer que le diagramme ci-

aprés est commutatif :

-] Ka
QpFt £y )

' e S K. K.
QypHom (F°,F*°) > Q, Hom (fj:F.,fg Fr*)

can

can >

1

k.

. . ' MR, GO
R Hom(QX F'yQy F ) R Hom(QY ff F',Q £ F' )
A A A A

499039

R Hom(RE,Q, F*,RE,Q F'7)
A T A

ol l'isomorphisme non nommé dans le diagramme provient des isomorphismes

(3.5.5.) « On remarquera que dans ce diagramme, le morphisme can, est

un isomorphisme lorsque F'° est un complexe dont les composants sont

injectifs.,




4.10. Fin de la démonstration de la proposition 4.8. .

En vertu de la commutativité des diagrammes 4.9.3., 4.2.2. et 4.2.1.,

tout revient A montrer que, pour tout complexe F° sur X et tout com-

plexe borné inférieurement' G" sur Y dont les composants sont injectifs,

le diagramme ci-aprés est commutatif :

Flf(ff )

! a a 1
> Hom"(f? F“,f? fk,G°)

R A
Hom® {I* e )

Homb(f§ F‘,¢(f,G°,K))

4,100 1. Hom’(ff.p?,e°)

. - Co
{Pour se ramener 2 cette assertion on se sert du fait que fi.G étant

de_type injectif (1.2.),le morphisme can, (4.9.3.), est un isomorphisme} .

: La démonstration du fait que le diagramme 4.10.1. est commutatif est
immédiate en utiligant les formules explicites 4.9.2., 4.3.2. et 3.4.4. et

: en utilisent de plus la commutativité du diagramme 1.5.7. -

i é;f 4,11. Nous laissons au lecteur le soin de voir comment on peut améliorer
Wf les résultats de ce numérce lorsqu'on suppose que les egpaces topologiques

b X et Y sont de A-dimension injective finie .
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Exposé 5 | }

LA DUALITE DE POINCARE DANS LE CAS
DES VARIETES

Rédigé par G. GOERINGER d'aprés un exposé
de M. ZISHMAN & Oberwolfach

On conserve les notationsde l'exposé 4 et on se propose dlexpliciter le
théoréme de dualité dans le cas ol X est une variétéd et f 1‘apb1ication
de X sur un point. On considére d'abord le cas d'une variété topologique
et ensuite celui d'une variété différentiable. Les résultats énoncés pour les

variétés topologiques sont d'ailleurs valables pour les espaces n C.M. de

A. BOREL (i.e. n cohomological manifolds) . ' (

Les démonstrations sont idéntiques A condition de remplacer dans les rai-
sonnements les ouverts homéomorphes 3 ]Rn par des ouverts dont la cohomologie

& supports compacts est isomorphe & celle de &" .

-1 . Faisceau d'orientation d'une variété topologique .

Notons pour commencer que puisque £ est 1'épp1ication d'une variété sur
un point, £, est de dimension cohomologique finie. En effet £, n'est autre
que T'_ (confer exposé 3) et par conséquent petre affirmation résulte-du théo-

réme 7.4. de l'exposé 2 .

1e1. Prenons pouwr G le faisceau constant de fibre A sur Y, c'est un mo-

dule que nous désignerons également par la lettre A .

Soit ‘A le faisceau simple de base X et de fibre A . Sojent A~ X

une résolution finie de A "par des faisceaux c-mous et I° wneé résolution

injective de 4 .




E

L& sl

. ! ° o ' o
- Par définition on a pour tout ouvert U de X : £ A(U) = Hom (f'KU s I
Comme KG est un complexe borné et I° un complexe d'injectifs,
p+q . . . , . . . .
H Hom (FC(U,K ),I ) est 1'aboutissement d'une suite spectrale @

%= 1 melln(u,a) , BN
i+j=q '

Exti[ﬂgq(u,é) AT .

En effet ona S67(1°) =0 si j#0 et (1) =4 .

Si de plus U est un ouvert de X homéomorphe & K~ on a H;q(U,é) = 0

si g#-n et HE(U,A) est isomorphe & A .

Donc qu=0 si q# -n et Eg"n=o si p# 0. De plus Ec2>-n est

égal & HomA[Hg(U,é),A] qui est igomorphe &4 A .

1 - 1 .
On en déduit que : HPEA(U) =0 si p#-n et que H £ a(U) est
: ' -n!

igomorphe & A . Donc gﬁpf'A =0 si p#n et }& Be'aA  est le faisceau
asgocié au préfaisceau : U - HomA(Hz(U,é),A) lorsque U est un ouvert de
L : ‘ t
R .

Soit Qf‘ le complexe de faisceaux dont les composantes sont nulles sauf

- n !
celle de degré -n et tel que G 2 258 nf'A o

[ R . T .
G et F'A sont quasi-isomorphes. En effet on peut écrire le -diagramme

suivant n
. . | _-T - | S !
oe‘o ..._.%(f.A) n 1 —-——-——% (f.A) n "'—g_'é (f‘A

Lt

)-nf1

cae e

® ST L kerd® 30— 0 —> ...

! !

.o — | S
ooo'—‘—;‘-——%O"—"_r—-—-%génf.A

v
O.
s
°
M
o

¥
s 0

1
Ce diagramme définit deux -morphismes : 1'un du complexxsr() dans f'4 ,

1'autre du complexe ® dans ,7?} . Ces morphismes sont des gquasi-isomor-

phismes .
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Posons % =T " %' o T est 1'opération définie par T(x°)P = ¥*1 et

dT(Xo) = —dX pour tout complexe ¥ o _ {

Yf est appelé le faisceau d'orientation de X .

1.2. Proposition .

Le faisceau ?f est localement simple de fibre A .

Bémonstration .

e et e i e . Gk o o st B

Puisque 7f’ e€st le faisceau associé au préfaisceau

U— Hom[H’él(U,g_) AT

A

Lorsque U est un ouvert homéomorphe & R » 11 suffit de montrer que lfap-

plication canonique r, de Hom[H:(U,A),A] dans Zf(U) est un isomorphisme.
Remarquons au préalable que si V est un ouvert contenu dans U et homé-

omorphe & une boule ouverte de R" , 1'application Hg(vgé) - Hi(U,é) induite

par l%inclusion est un isomorphisne. (

ry est injective . En effet, solit s un élément de Hom[Hi{U,é),Aj tel que

son image soit nulle dans %?(U) - Cela signifie que pour tout x dans U el
'§EUt trouver un ouvert V homéomorphe A une boule ouverte de R" contenant
X et contenu dans U tel que ltimage de s dans Hom[HS(V,A),A] soit nulle.

D*aprés notre remarque, cela signifie que s est nulle.

L est surjective . Soit § wun élément de %?(U) o I1 trésulte de la défini-

tion de ru qufon peut recouvrir U par des ouverts Ui homéomorphes cha-
cun & une boule ouverte de R tels qu'il existe s; € Hom[Hz(Ui,g),A] véri-

fiant les relations 8 = o (Si) et 3, = EIU s et par conséquent la rela-
i ' i
tion Ei v.nu. = E.fU ng.
A R M

Soit Vij une boule ouverte contenue dans Ui N Uj » Puisque 1l'on a

et puisque nous savons déja que ry est injective on a \
13 iJ
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aussi : SilV = Sle ce qui peut encore s‘exprimer par la commutativité
i ij

du diagramme suivant :

£,
e 1
HAU.A) & H(U,4)
- 5.
| ¢ /
3 A S
i s,
il
11
H(U.,A) = H(v,
(Usr8) o ¢ 1508)

L £, est 1l'isomorpnisme de Hig(Ui,é} dans HE(U,&_} induit par l'inclusion.

De méme ;5 est 1'isomorphisme de HE(Vij,é) dans Hz(ﬁj,é) induit par

l'inclusion. Les définitions de fj et @54 sont analogues.

1 I .
N De la commutativité du diagramme, il résulte que sii-‘;.:1 = ij;

| - . L

i Posong alors : s = sifi1 . On a rUs = ¢ . On voit donc que TU ast surjectif.

1.3. Propogition .

|

| - .
bk :

j‘ Les falsceaux ‘Lﬂ 2 ?70 et Jgom(f, f) sont canonique:ment isomorphes
|

. a 4.

o Démonstration ..

— e . o e e . . e

: Soient U et V deux ouverts noméomorphes a IRn et~ W -une boule ou-

F“u” B verte de R contenue dans U V . Soient 9y et 9y des isomorphismes

A~ "Tf(U) , A= C (V) . On choisit des applications gg et gg de A

4

- dans ‘Zf(w) de maniére que le diagramme suivant soit commutatif :

v

U
€ (v) T 2

R AN A
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py et px sont les homomorphismes de restriction de G (U) dans T (w)
et de 7§(V) dans ?f(W) respectivement. (

Démontrons que dans ces conditions 1'application de A dans A que l'on
peut déduire de ce diagramme est 1a multiplication par +1 ou -1 . En effet,
se donner un isomorphisme gy de A sur Hom[H (U, A) A] c'est se donner

1'isomorphisme l s H (U A) =+ A défini par AU gﬁ(T)

Avec ces nouvelles notations le diagramme * peut s'éerire

W h‘v
in o n o Yig..
Ho(U8) «—T— HO(W,8) > H(V,4)
/
U
A
U v U
W et hW sont les applications :
1(U,8) e H2(W,4) (

H(V,4) < HE(WA)

induites par les inclusions WC U et WCV respectivement, .L'application
de A dans A deflnle par le dlagramme ¥% est un isomorphisme de A—modules,

Si A =72 , c'est donc nécessairement la multiplication par +1 ou -1 .

Dans le cas général 6n a HC(U,A) = HC(U,E) ® A et par conséquent. on a en-

core (hg)—1 Ag =+ 1 . La proposition en résulte aussitbt.

1.4, Définition .
Une variété orientable est une variété dont le faisceau 2? est tri-
vial. Une orientation d'une variété orientable est la donnée d'une trivialisa-

tion ‘de - G i.ee. d'un isomorphisme 3. A - ?f .

Exemples . Qn vérifie sans .peine que IRn, s sont des variétés orientables.




IFLE IR |

a

o , Le Théoréme de dualité .

dégénérée car

o

8i ¥ est un falsceau sur X on a ¢

t
#P R Hom*[F, e 4] = #P RHom'[F,T" C ]

1l

ExtP[F, 7" €]

= Extn-i-p{F, f] +

Calculons maintenant HY RHom'[R £,F;A] + A cet effet soit F° une réso-

lution c-molle finie de F et” I° une résolution injective de 1'anneau

A . Il vient 3

#P RHom'[R £, F,4] = HPHon'[I'_(X,F"),I"]

D'autre part HE 'O Hom°[FC(X,F°),I'] est 1'aboutissement d'une suite spec-

trale dont le terme qu est i;%~q Extp[Hgl(X,F),Z£JI°] = ExtP[H;q(XQF)ﬂQ

D'aprés le théoréme de dualité (confer exposé 4),Iil existe donc une suite
spectrale &

EPY = mxe? (%% F) 4] = ExtPY TR, G ) .

3i 1l'on suppose maintenant que A est un corps,.la suite spectrale est

Extp[H;q(X,F),AJ =0 pour Pp#O.
On'péut-doné‘énoncer

5.1. Théoréme .

Soit A wun corps ; il existe alors un_isomorphisme naturel HY(A)

dge Ext™P(F, C) sw Hom{ B (X,7),A]

2+2. Corollaire .

I1 existe un isomorphisme de Hn_P(X,g)-‘sur Hom[HE(X;qg,),A] . En

effet, prenant F = ?f on a

EXtr(cf ¥ %) = Hr[xﬁr .%,om(f, Zva)j '
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2.3, 81 n=p, A= HO(X A) est alors isomorphe A Hoﬁ[Hp(X T ),a} ,

l'application @ s f f A=A 1ndu1t donc un. 1somorphlsmede H (X,?f ) sur | i

L'image inverse de ‘l par cet isomorphisme est appelée clagse fonda-

mentale de X .

3 + Le cas différentiable .

A partir de maintenant on suppose gue £ est une variété o y dénom-—
brable & 191nf1n1, de dimension n . L'anneau de base A <sera le corps

R des réels .

Avec ces nypothéses la suite exacte de De Rham

o 1 2 n—1

O—»ﬂ{r—-i_‘efxi—é A'IT*—Q-'—) AgT* d >a.o~d—,—éAnT*"’O

ol 0% est le faisceau des germes de fonctions différentiables‘de X et

):4]

APT*  1e faisceau des germes de formes différentielles de degré p sur X,
est une résolution c-molle finie du faisceau constant R . De plus la (

suite exacte :

dnu1® 1a% n

i°®id B A% € =0
TR

C -+ 0@ ‘7.‘3—-———911%*@‘“5
X R R

est une résolution c-molle de ?f o

Désignons alors provisoirement par Int (car nous verrons que cet ho-

" momorphisme n'est autre que liintégrale)_le.mofphisme composé 3
r (v, a% %n‘é') — coker(dn_1 ® 14) = H(v, ‘é’_) —> R

ol la premlere fléche est l'appllcatlon canoni que et 1a seconde est l'isomor= -
phisme expilClté dans 2.3. De31gnons par < > @ lvappllcatlon R-bilinéaire
r.(u,8) X F(U,An'l‘*é% L) —>Rr

<

définie par <Fw> = Int(fy )




3.1. Proposition .

Pour tout o € I'(U,A"T* ® ) llapplication de [ (U,8) dans ® dérinie

par f - <f ® > est une mesure ,

Démonstration .

Il faut montrer que si le support de £ est contenu dans un compact

K il existe une constante positive GK telle q];.e lfon ait 1'7inégalité

{ l<ew>] = ]fl CK pour toute fonction £ & gsupport compact dans U .

i Prenons un recouvrement fini de X par des ouverts U:.L homéomorphes

- E : a &% . on peut trouver des fonctions fi ¢ appliquant U dans R , &

support compact dans Ui ; telles que 1'con ait § f‘i =1 dans X .
: ‘ i=1

fi £ est donc valable dans U . L'intersection de X
1

; avec le support de fi- est un compact. L'inégalité

™M=

! L'égalité £ =

LS| B || I

i

ll

< w>!sZ‘.I<ffiw>-]‘

montre donc gu'il suffit de démontrer la proposition dans le cas ot K

i X Z . 5 n T,
est contenu dans un ouvert homéomorphe & R c'est-a-dire dans le cas

01:1 X=[Rnre

ﬁ% ' I1 suffit alors de montrer que la suite
%'iéfiiu n ,n-1 a? n . ,n ,r
i * T ®Y, AT ) S p ®", AT T) <R —> 0
il -
By - est exacte. En effet dans ce cas le diagramme
| ) I‘C(Rn,An_1 T*) —> T _(R" A" 1%) | > R > 0
{
{id - lid o b

I‘C(Rn ATy I‘c(Rn CATTE) HE(Rn) —>0
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ol les deux lignes sont exactes montre qu'il existe un isomorphisme unique

e

[T HEGRn) = R qui le compléte commutativement, (

Si on identifie &' autre part HSORH) et R par la dualité de Poincaré

il vient que | n'est autre que la multiplication par un nombre réel po-

sitif non nul que 1'on nommera encore B« Autrement dit on a :

j fw =4 Int{fw) .

3.2. Lemme -

La suite ¥ est exacte ,

L 4

En effet si g est une (n-1)-forme & support compact on a J‘dg==0

dtaprés la formule de Stokes et réciproquement si £ est une fonction con-

tinue 2 éubpoftrcbmpact X telle qué I.de1 Aveoh dxn = 0, 11 existe
une (n-1)-£orme & support compact g telle que £ dx1 Ao oA dxn = dg .
En effet supposons X contenu dans le cube o < %, 8, 1= 1T00,m . (
B
Posons (pj(x2 oue xn)A= J f(t,x2 oo xn)dt .

o

B
¢i+1(xi+2 cos xn) = J @i(t,xi+2 ces xn)dt .
o
Soit h une fonction différentiable d'une variable telle que :
N . m(t) =1 pour t =8

n(t)

i

O pour ts=g .,
B
Posons A, = h(XT)h(X2)°°' h(xi-i)[I wi_1(t,xi+1.,.xn)dt-h(xi)mi(xi+1...xn)]
o ) :

: le ‘support de Ai est dans le cube, donc compact.

/\

. n i
Posons enfin g =8 (-1) A, dx Asee A dx,

Moo oA d.xn .
i=1

1

On vérifie que dg = £ dx, A.e.A dxn 0 " S L L

1

CoQuF.D.
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3.2. Proposition .

. n o . .
Le faiscean A T* & Tf est canoniquement ilsomorphe au faisceau yﬁg

des formes différentielles impaires de degré n sgur X . En particulier

il est. isomorphe & G§ .

Démonstration .

Nous savons que 046 est isomorphe & 8; puisque X est paracompact.

En effet munissons X dl'une métrique riemannienne donnée par
n
ds” = ‘E g; . dx, dxj N

dans lt'ouvert de coordonmées - U . -

1.
U .U
Vﬁet giJ

ol (V’Yi) est un autre ouvert de coordonnées et ol on a posé

D(x css X )

: " 577,

Si on pose a . on voit aisément que llon a aU Jjav ’

— -~

3.
3

Par conséquent la forme a‘ donnée par 3 ‘Q'U = aU dx1 A dx2 Asoehh dxn est

une n-forme différentielle impaire. partout différente de O . Toute n-for-

me impaire B stécrit donc B = fo avec £ £ 9% o

Explicitons 1'isomorphisﬁe annoncé dans la proposition. Four cela il
suffit de se .domner 1l'application au niveau des préfaisceaux ; soit donc

U un ouvert de X et ® un élément de T'(U,p"T* @ T Y+ 4 o on associe

(confer 3ate) 1la mesure de Gg définie par f = <Fw > qui est bien un

Aélement de -T(U, Jé) Comme les dewx. faisceaux ATT¥ @ cg et <///G

sont tous deux localement libres de vang 1 sur 8& , 11 suffit, pour
montrer que ces faisceaux sont isomorphes, de montrer que‘l'aﬁﬁiiéation pré—

cédente est un monomorphisme lorsque ‘U est assez petit.

81 U est homébmorphe a fRn on a vu que <f,®m > n'est autre gue

ij @ & un factewr constant non nul prés, et la proposition en résulte.
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3. 3. L'isomorphisme défini en 3.2. nous permet de retrouver la définition

habituelle de l'orientation. _ o ("m

En effet soit un élément o de F(U,IGIT*tg 7? ) U étant un ouvert

de coordonnées Xy eoe X0 On pesut écrire 3

® = ay dx, AesoA dxn ® SU ol SU est une section de 7:

1

et aU une fonction différentiable. Soit V un autre ouvert de coordon-

nées Y ¥, e 0n a w = ay dy,! n dyzf\o,a dyh® Sy *

De plus on a les relations dans UN V .

: D(x1§°.xn)
A, = J Ay avec J = ——————
1)
” D(ydaaoyn)
= .
: 8 = ev s- ev =+ 1 (confer'démonstratién de 1.3.)
- U U v u

A aU §x1 Moo dxn & SU on associe la n—fgrme impaire
a SU de Aosal dxn par l'isomorphisme défini plus haut. Puisque par (
définition des formes impairés on a
ag sy = 19lay sy

. s J
> 4 ' rs 4 _—
on en déduwit 1'égalité eU =131 °

Clest la définition classiqﬁék“différentiable" de l'orientation d'une

variété,

3.4. ‘Une section de AVT* @ EZ? =0 est appeiée volume. Si 1l'on identifie

aﬁ; et O & 1l'aide de 3.2. on voit que l'application R-—linéaire Int

n'est autre que 1l'intégrale d'une forme volume .

3.5. Remarques .
1 - La dualité est un isomorphisme de H" P(X,A) dans . HE(X,??)*

cfegt-a-dire une dualité au sens des modules.
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On peut aussi l'exprimer par leg applications .

X, ) » 1P(x,4) - a

P08 e 2%, F) - 4
PA™P1) o T (WP rxe L) ot (4hex o T .
c e
R : R
Considérons les deux complexes i

0~ Hom[Fc(AnT*),fR] - Hom[Fc(An_T T*,IR) ] =.., Hom[l"c(ox) R)] -~ o0
0-T(A°T* g T) T g T) e T 1% @ T) - o
R - R :

Soit ozp 1'application de I'(APT* o %) dans

Hom[T' _(A™P %), R]
R c

déflnle de la manlére sulvante :

<

Ao appartenant & P(AP % g ¥ )
iR

tel que £(ip) =‘fcp nNo .

.on associe 1'élément £ de

Hom[l"c (WP T*), R}

¢ appartenant i I‘C(An_p T%) . I1 résulte dy théoréme de dualité

que le morphisme @ < (ozP) est un quasi-isomorpnisme .

2 - 80it D™"P 1e qual topologlque de T (AP T*} @n-p

contenu dans Hom[T' (Ap T*), k] .

est

Il est possible de définir un morphlsme p, (p, )

entre les deux com—
Plexes :

) e L :DO R @1 -'io.; - @H . -+O

¢ 60 _'P(AnT*® f) -
R- .

et o—»r(A T*@‘Zf)ar(n T*®f)-*
~d'une maniére analogue—-é_ la définition des

o °
P

A © appartenant 3 (AP ¢ g ?oa)

Ol associe 1'&lément g tel que
IR
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-

- : n-p
Q(@) = I © AT, ¢ appartenant & FC(A T*) .

I1 résulte des théorémes classiques de de Rham, que W est un quasi-

igomorphisme.

3 ~ D'aprés 2.1, et 2.2, on a , lorsque la variété (topologique) X

est compacte, et A un corps

HP(%,4) ~ Hom(Hom(HP (X,R),A),4)

L'espace vectoriel HP(X,A) est donc isomorphe & son bidual donc il

est de dimension finie .

I —— . i L3, Bt e S




