Introduction

Ce travail se divise en trois chapitres.

Les chapitre I et II sont partiellement liés; plus précisément, le I traite du probleme
de plongement d’un espace stratifié abstrait comme sous-analytique vérifiant la condition
(w). Une remarque clot ce chapitre; elle amene la question de la stabilité des objets de
Whitney par projection générique, a laquelle répond partiellement le II. Quant au chapitre
ITI, il s’agit d'une classification de la stratification y® = t°z¢ + 2 par la condition (w) de
Verdier.

C’est sans doute parce que, dans de nombreux cas, la décomposition simpliciale ou
cellulaire d’un sous-ensemble d’une variété peut paraitre arbitrairement compliquée que la
notion de stratification s’est peu a peu dégagée.

Whitney définit, en 1957, les premieres stratifications d’ensembles algébriques réels en
itérant, un nombre fini de fois, le processus qui consiste a retirer la partie singuliere. Le
probleme de cette décomposition est, d’une part, I’absence de controle de 'incidence des
strates et, d’autre part, ’absence de trivialité topologique, localement autour des strates,
bien que I’ensemble soit localement conique.

En 1965, Whitney énonce les désormais célebres conditions (a) et (b) pour une variété
analytique [Whitney]. C.T.C. Wall montre que la condition (a), pour X <Y, implique la
submersivité d'une “projection” standard restreinte a Y. R. Thom [Thom]s et J. Mather
[Mather] montrent que la condition (b) implique la submersivité d’un couple de fonctions
tubulaires (7x, px) restreintes & Y. Une réciproque de ces deux résultats a été obtenue

par D. Trotman [Trotman]s.

En 1976, J-L. Verdier [Verdier] énonce “sa” condition de régularité notée (w). Entre-
temps ([Thom|; [Mather| 1965-70), Thom et Mather construisent le pendant de la notion

de variété abstraite pour les ensembles stratifiés : les espaces stratifiés abstraits (e.s.a).

Les e.s.a. ont un role important en théorie des singularités, par exemple pour mon-
trer la densité des applications topologiquement stables [GWDLJ]; ils servent également de
base a 1’étude des espaces topologiques pouvant accueillir une structure algébrique réelle
[Akbulut,King].



L’étude des plongements des e.s.a. apparait capitale dans la mesure o elle permet de
transférer des résultats connus pour des stratifications ayant certaines propriétés (plus
précisément celles obtenues par de bons plongements) aux e.s.a.

Natsume, Teufel et Verona, au début des années 80, démontrent ’existence de plonge-
ments d’e.s.a. vérifiant la condition (b) dans un espace euclidien, ce qui généralise les
théoremes de plongement de Whitney. Vérona obtient de plus un théoreme d’approxima-

2n+1 . . .
R*"*"1 olu n est la dimension de l'e.s.a.

tion de plongement conservant les fibres dans
En 1988, M. Shiota prouve qu’un ensemble stratifié de Whitney localement compact est
homéomorphe a un ensemble sous-analytique. Sa technique est proche de celle qu’utilise

M. Goresky pour démontrer l'existence d’une triangulation pour un e.s.a [Goresky]s.

La premiere partie de cette these améliore les résultats de plongement de Natsume,
Teufel et Vérona, ainsi que celui de Shiota. Un premier paragraphe situe le cadre et les
notations; il y est rappelé des définitions basiques concernant les e.s.a. Le paragraphe 2
est consacré a des rappels et définitions sur les submersions, champs de vecteurs controlés
et les familles de lignes; quelques propriétés importantes des e.s.a. sont rappelées. Au
paragraphe 3 est définie la notion d’ensemble stratifié de R™, et les conditions de régularité
sont explicitées. Le paragraphe 4 est I’étude proprement dite de plongements d’e.s.a. Le
théoreme principal est précédé de plusieurs lemmes préparatoires et le résultat obtenu est
le suivant :

il existe, pour tout e.s.a., un plongement sur une stratification sous-analytique vérifiant

la condition (w) de Verdier et envoyant les données de controle sur des applications

sous-analytiques.

En remarque, la technique de projection générique a été utilisée pour réduire la dimension
du plongement, ce qui conduit naturellement a se demander s’il est possible d’utiliser cette

méme technique dans le cas général des objets de Whitney. Ceci est une question de R.
Thom.

La deuxieme partie répond négativement a cette question : elle regroupe deux articles,
en collaboration ave M. Kwieciriski, ([Kwieciniski, Noirel]; paru aux C.R.A.S et [Kwieciniski,
Noirel]y & paraitre aux Proceedings) qui sont deux contre-exemples a la conjecture de R.
Thom affirmant 'existence d’une stratification de Whitney a une projection générique d’un
ensemble stratifié de Whitney. De plus, une condition suffisante est proposée dans le cas

d’une courbe.



Dans la derniére partie, on considere la famille de variétés de Trotman dans R®
paramétrée par a, b, c,d € N\0 et définies par : V = f~1(0) ou f(z,y,t) = —y*+t’x¢+ 9.
Le travail consiste a regarder si les conditions de régularité (w) et (ws) sont vérifiées pour
ces variétés a l'origine, canoniquement stratifiées par (V'\ 0t, 0t). Cette étude, systématique
et calculatoire, conduit & une classification de ces variétés pour (w) et (ws). Ceci complete
des travaux de D. Trotman [6] et K. Bekka [1].



CHAPITRE 1

Plongements
sous-analytiques et semi-algébriques

d’espaces stratifiés abstraits

1. Généralités sur les espaces stratifiés

La lettre p désignera un entier positif ou l'infini.
Dans tout ce qui suit, une variété sera toujours de classe C*, séparée et second dénombrable
et par conséquent métrisable et paracompacte. Une application lisse entre deux variétés

sera de classe CH.

Définition 1.1. Un espace stratifié abstrait (e.s.a.) est un triplet (A,S,7) ou A est
un espace topologique séparé et localement compact, S une partition localement finie de
A en variétés connexes (strates) dont la topologie sous-jacente concide avec celle induite
par l'inclusion (les strates seront donc localement fermées). On demande en outre que la
propriété de frontiére soit vérifice ( X, Y € S, X NY # 0 = Y C X); ceci définit un
préordre Y < X, si de plus X # Y on noteraY < X et I'on dira que Y est adjacente a X
ou que X est incidente a4 Y. Enfin T = {Tx,7x,px }xes est un systéme de “voisinages
tubulaires” avec les propriétés suivantes :

- T'x est un voisinage ouvert de X.

- mx est une rétraction continue de Tx sur X dite “projection” sur X.

- px est une application continue de Tx sur [0, 4o00[ dite fonction “distance” a X, et
& ce titre doit vérifier X = p3*(0).
Les applications mx et px sont appelées données de controle.
Onnote Txy =Tx NY, Txy = Tx|Txy €t px,y = PX|Tx- On demande que, pour tout
triplet de strates X <Y < Z, soient vérifiées les propriétés suivantes la ot elles ont un
sens :

- (mx,v,pxy) : T'x,y = X x]0,+00] est une submersion lisse.

-mxy oy z(2) = wx z(2).

- pxy © Ty,z(2) = px,z(2).



Si la derniére condition n’est pas vérifiée A est quand méme qualifié d’e.s.a. faible.

Notation 1.2. : Si ¢ est une application lisse de X dans R, en suivant [Veronals, T%
désignera I'ensemble {a € T'x,px(a) < eonmx(a)} et S%, Pensemble {a € Tx, px(a) =
eomx(a)}. La réunion de ces deux ensembles, notée T, n’est pas I'adhérence de T% en

général, a cause des strates adjacentes a X.

Remarque 1.3. D’apres les propriétés topologiques des variétés et la locale finitude de S,
on constate immédiatement que A est second dénombrable et par conséquent, comme les
variétés, métrisable et paracompact. La propriété de frontiere, dans le cas abstrait, signifie

que 'adhérence d’une strate est une réunion de strates.

Remarque 1.4. Quitte a “éfiler” les tubes, on peut supposer que :

1) pour toute strate X, (mx,p X)|T§ est propre pour une application £ “assez petite”
(en particulier x| ss, sera propre et S5 sera un e.s.a.)

2) T'x et Ty se rencontrent uniquement si X et Y sont comparables.
La submersivité de (7x,y,px,y) pour X < Y entraine que dimX < dimY et que < est

une relation d’ordre.

Définition 1.5. Soient A et B deux e.s.a.. L’application ® : A — B est un isomorphisme
si ¢’est un homéomorphisme qui établit un difféomorphisme entre les strates de A et les
strates de B. Il est demandé en outre la compatibilité des données de contréle : pour toute
strate X de A il existe une application lisse € telle que

(x)  (To(x), Pax)) 0P = (Pomx, px) sur T.

Les isomorphismes faibles (resp. vagues) se définissent de méme en remplagant (x) par

To(x) 0 ® = ®omx (resp. rien du tout).
2. Submersions et champs de vecteurs controlés, famille de lignes

Soit un espace stratifié abstrait (A, S, 7).

Définition 2.1. Un champ de vecteurs stratifié v sur A est une famille (vx, X € S) ou

vy est un champ de vecteurs C*~1 sur la strate X.

Définition 2.2. Un champ de vecteurs stratifié v sur A est controlé pour T si, pour toute
strate X, il existe une application lisse € : X — R telle que, pour toute strate Y incidente

a X et tout point y € T y-, on ait les deux conditions de controle :
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1) dpx,v(y).vy(y) = 0 : les trajectoires de v sont dans les réunions d’hypersurfaces
de niveaux (px =constante);

2) drx.y (y).vy (y) = vx(mx,y(y)) : la composante en Y du champ v se “projette” sur
sa composante en X;

un champ ne vérifiant que la condition 2) est faiblement contrélé.

Définition 2.3. Si M est une variété et f : A — M une application continue, on dira que

f est une submersion controlée si, pour toute strate X, on a les conditions de controle :

1) fix — M est une submersion lisse;
2) 11 existe une application lisse € : X — R telle que f(y) = f o mx(y) pour tout

y e TS : les “fibres” de f sont des réunions de fibres de 7x.

Les notions de champ de vecteurs et de submersion controlés sont reliées par la proposition

suivante :

Proposition 2.4 [Mather]. Sif: A — M est une submersion contrélée et v un champ de

vecteurs sur M, alors il existe un champ de vecteurs contréolé w sur A tel que df ow = vo f.

Cela signifie qu'un champ de vecteurs sur M peut étre relevé en un champ controlé sur A
par une submersion controlée.
A présent se pose la question de la généralisation du flot d'un champ de vecteurs sur une

variété a un champ de vecteurs controlé.

Définition 2.5. Soit (A,S,T) un e.s.a.. Un groupe local & un parametre sur A est un
couple (J,«), ou J est un ouvert de R x A et a: J — A une application continue vérifiant

les cinqg propriétés suivantes pour toute strate X et tout x dans X :

1) Il existe a; € [—00,0] et b, €]0,+00] tels que J N (R X z) =]ag, by[xx;

2) Si les deux quantités suivantes a(t + s,z) et a(t, a(s,x)) sont définies, alors elles
sont égales;

3) Si a, (resp b,) est fini, Papplication a(.,z) :]a,,0] — A (resp. a(.,z) : [0,b.[— A)
est propre;

4) La strate X est invariante par o : a(J N (R x X)) C X;

5) L’application a(., ) :]a,,b.[— X est de classe C*.

Un résultat classique de géométrie différentielle dit qu'un champ de vecteurs C'!' sur une

variété M engendre un unique groupe local a un parametre. De plus ce flot est global (i.e.
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J =R x M) si la variété est compacte. On dira qu’un champ de vecteurs stratifié engendre
un groupe local a un parametre si, sur chaque strate, ce dernier est une solution maximale
a I'équation différentielle déterminée par le champ. Avec cette définition naturelle la

proposition suivante ne choquera pas 'intuition :

Proposition 2.6 [Mather|. Un champ de vecteurs contrélé sur un e.s.a. engendre un

unique groupe local a un parameétre.

Remarque 2.7. Si de plus l'e.s.a. est supposé compact, on obtient la globalité du flot
(i.e. J =R x A), bien que les strates ne soient pas compactes en général.

Cette remarque permet facilement de montrer le résultat suivant :

Théoréme 2.8 [Mather|. Soient A un e.s.a., M une variété et f : A — M une submersion

controlée propre, alors f est une fibration localement triviale.

Définition 2.9.0 [Goresky];. Soit A un e.s.a.. Une famille de lignes de Goresky sur A
est une collection de rétractions continues r5 : Tx \ X — S% définies pour toute strate X
et pour € “assez petite”, vérifiant les sept relations de commutativité suivantes, pour tout
couple de strates X <Y et toutes applications € et &' “assez petites” :

1) 15 ors =718 ors;

2) px o1y = px;

3) py ok = py;

4) mx or§y = Tx;

5) 15 015 =1%;

6) Tx or% = Tx;

7) T§(|T§my Ty NY — S5 NY est une submersion lisse.

Définition 2.9.1 [Natsume]. Sous les mémes hypothéses que la définition précédente,
on définit une famille de lignes de Natsume par les mémes propriétés (1-7) en remplaant

la propriété 3) par
) my orx =rx oTmy.

Remarque 2.9.2. Une famille de lignes de Goresky ou de Natsume respecte la strati-

fication (i.e. pour tout couple de strate X < Y, l'application r§ admet une restriction

13 . g
T.X,Y . TX7Y — SX,Y)'



L’existence d’une famille de lignes de Goresky sur un e.s.a. a été prouvée dans [Goresky];.
De méme, dans [Natsume] il est démontré 'existence de famille de lignes de Natsume
en intégrant un champ de vecteurs sur un tube Tx a la fois radial par rapport a X,
faiblement controlé par rapport aux strates incidentes a X et vérifiant une propriété de
transport parallele au voisinage de la frontiere topologique du tube fermé. Cependant
dans la démonstration de Natsume on peut facilement remplacer les champs de vecteurs
faiblement controlés par des champs controlés et ainsi récupérer la condition 3) ce qui

donne un sens a la définition suivante.

Définition 2.9.3. Sous les mémes hypotheéses que la définition 2.9.0, on définit une famille

de lignes (tout court) par les propriétés 1-7 et 3’).

Définition 2.10. Soient A un e.s.a., M une variété, p : A — M une submersion controlée
propre, surjective sur chaque strate, et ¢ : M — R. Alors I'e.s.a. C¢(p) cylindre
d’application de p est défini de la maniére suivante : dans la somme topologique (A x
[0,e[) UM, les points (a,0) et p(a) sont identifiés. Les strates de cet e.s.a. seront X x]0, g]
et M, ot X parcourt la stratification de A.

La notion de famille de lignes permet facilement de montrer qu’un tube T'x est isomorphe
au cylindre d’application C¢ (7 55(), pour € assez petite, et a donc la méme topologie. La
famille de lignes (% )x sera souvent identifiée aux feuilletages de dimension 1 engendrés

par la saturation des (r5%).

Définition 2.11. Deux e.s.a. munis de famille de lignes sont fortement isomorphes s’il

existe un isomorphisme envoyant une famille de lignes sur I'autre.

3. Ensembles stratifiés

Nous abordons a présent la notion d’ensemble stratifié d’une variété.

Définition 3.1. Une stratification d’un sous-ensemble d’une variété V est une partition
localement finie S de celui-ci en sous-variétés connexes (strates) qui vérifient la condition

de frontiére (cf. la définition des e.s.a.).

Si ’ensemble stratifié est fermé, la condition de frontiere signifie que I'adhérence de toute
strate est une réunion de strates. Plus généralement, si ’espace est localement com-
pact, la condition de frontiere exprime le fait qu’au voisinage de tout point de ’ensemble,

I’adhérence d’une strate est une réunion de strates.



Pour chaque strate X on peut considérer un voisinage tubulaire (T'x,7x, px) de X dans

V. Par définition il existe un diagramme commutatif

R +—— E, —— X

-1l ™

R

R 2> 7 =, X

dans lequel 1 : X —]0, 400 est une application lisse, (7, ||.||) est un fibré riemannien en
boules de rayons n et ® est un difféomorphisme. Pour une application € < n on définit

alors la rétraction lisse
. TX\X—>{pXi5}
A { v — (=)
Les rayons du tube sont les saturés d’un point par cette rétraction. Les applications
(my, py )yes sont appelées données de controle standards si, restreintes a 1’ensemble strat-
ifié, elles vérifient les mémes propriétés de commutation que dans le cas abstrait. Par la
suite les donnés de controle d’'un objet stratifié plongé seront toujours standards, c’est-a-
dire provenant d’un voisinage tubulaire, sauf mention du contraire (cette convention ne
signifie pas 'existence de données de controle, cependant la proposition 7.1 de [Mather]

prouve, dans le cas des stratifications de Whitney localement compactes, ’existence d’une

structure d’e.s.a. standard).

b-régularité. On suppose que V est un espace euclidien dont on considere un sous-
ensemble stratifié S. Soit X une strate et x un point de X. Cette stratification vérifie la
condition (b) de Whitney au point z, si pour toute strate incidente Y, pour toute suite (x;)
Ti—Yi

de X et (y;) de Y tendant vers x, telles que la suite de vecteurs unitaires ]

vers v dans la sphere unité, et que la suite d’espaces tangents T},Y converge vers 7 dans

converge

la grassmanienne appropriée [Whitney]|, alors v € 7. On dira aussi que la stratification est
de Whitney si elle vérifie la condition précédente pour tous les points de S.

R. Thom et J. Mather ont montré [Thom]|,, [Mather| que pour tout couple de strates X <Y
d’un ensemble stratifié de Whitney et pour tout tube (Tx,7x,px), on peut trouver un

voisinage ouvert 7% de X tel que (7x, pX)‘T)s( , Soit une submersion. Réciproquement D.

9



Trotman a montré [Trotman|; que si pour tout tube (T'x, 7x, px ) d’'une strate X, et toute
strate Y > X, I'application (7x, px )7y, est submersive dans un voisinage de z € X, alors
la condition (b) est vérifiée en z. Ce dernier résultat montre que la condition (b) est un
invariant C1. La condition (b) peut donc se définir dans une variété en disant qu’elle est

vérifiée dans une carte (et donc dans toute les cartes).

a-régularité. On rappelle la définition d’un autre invariant C!, la condition (a) : celle-
ci est vérifiée en un point x d’une strate X, si dans une carte toutes les limites d’espaces
tangents aux strates incidentes a X contiennent 7, X. Une formulation différente de la con-
dition (a) due a D. Trotman et C.T.C. Wall [Trotman];, [Wall] est la suivante : pour toute
projection mx sur X et toute strate Y incidente a X, I'application 7y |y est submersive
dans un voisinage de x.

Contrairement a ce que 'on pourrait croire en voyant leur expression géométrique, les
deux conditions de Whitney ne sont pas ouvertes; on pourra s’en convaincre en observant
que l'intersection des boules ouvertes standards centrées en z ou les couples (7x, px) sont
submersifs peut se réduire a x (pour des contre-exemples semi-algébriques voir [Trotman]s,
[Bekkals, [Zariski]).

w-régularité. Une troisieme condition importante dans cette these est la condition (w) de
Verdier : celle-ci est vérifiée en x s’il existe un voisinage U de x et une constante C' tels que
T X, 1Y) <Clla=b|,VY > X,YVaec XNU,Vbe Y NU. La “distance” ¢ d’un espace
vectoriel A a un autre espace vectoriel B est définie par sup{|la —pgp(a)|; a € A, |ja|| = 1}
oll pp est la projection orthogonale sur B. On remarque que (w) est un invariant C? et
plus précisément que cette condition est conservée par un difféomorphisme C' & dérivée

lipschitzienne. Voici maintenant quelques résultats sur les conditions de régularité.

Proposition 3.2 [Mather]|. Soit A C M un stratifié de Whitney localement compact et

f : M — P une submersion, alors il existe des données de controle standards controlant f.

Dans le cas plongé on améliore la proposition 2.4.

Théoréme 3.3 [Shiota],. Soient A C M un stratifié de Whitney et f : A — P une
submersion contrélée, alors tout champ de vecteurs sur P peut se relever par f en un

champ de vecteurs controlé et continu sur A.
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En fait cette derniere condition est équivalente [Bekkal, a I'existence, pour toute strate,
d’une fonction distance px (pas forcément standard) vérifiant la condition (a,, ). Cette

condition inventée par K. Bekka [Bekka]; est habituellement notée (c).

4. Théorémes de plongement

Définition 4.1. Soit A un e.s.a. On dira que ® : A — R" est un plongement (stratifié) si

® est un homéomorphisme sur son image et un difféomorphisme restreint a chaque strate.

On qualifiera le plongement ® de fermé (resp. (b)-regulier) si 'application ® est fermée
(resp. ®(A), qui est canoniquement stratifié, est (b)-régulier).

La nature avant tout topologique d’un e.s.a. interdit la définition du “chemin canonique”
(ou de “plus grande pente” par rapport a la fonction distance) pour atteindre une strate,
partant d’un point d’une strate incidente. Ce fait provient de la non unicité des solutions
de 'équation différentielle ||dpx (f(t)).f'(t)||" = 0, [|f'(¢)|| = 1. Ainsi, comme dans tous
les théoremes de plongement, nous sommes amenés a faire un choix sur la famille de lignes

qui deviendront les rayons d’un tube de 'objet plongé.

Définition 4.2. Un ensemble stratifié A C R"™ est conique ou radial si pour toute strate
X il existe un voisinage tubulaire (T'x,7x,px) et une application ¢ telles que T N A =
T N (rs) "1 (A) (c¢f partie 3 pour la définition de r5 ). S’agissant d’un plongement
® : A — R", on dira qu’il est de type cylindrique par rapport a une famille de lignes
[Teufel], si son image est conique et s’il envoie la famille de lignes sur un systéme de rayons

de 'objet plongé.

On montre facilement que cette derniére définition est équivalente a celle de [Teufel],

bien qu’apparemment plus faible, a savoir que pour toute strate X 'application

{@(TX) — R#H!
®(a) = (px(a)® ok (a), @ o mx(a), px(a))

est la restriction d’un plongement d’un voisinage de ®(7T’x) dans R"™ et a valeurs dans

RQn—f—l

Nous montrerons dans un premier temps, que tous les stratifiés de Whitney coniques
localement compactes, dont les strates sont des variétés C?, vérifient la condition (w)

de Verdier, puis nous nous intéresserons a la possibilité de réaliser semi-algébriquement
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ou sous-analytiquement des e.s.a.. Enfin nous montrerons l'existence d’un plongement
dans R?"™ d’un e.s.a. compact de dimension n (ce qui répond a une conjecture de
Goresky [Goresky|s. Verona a abouti a cette conclusion [Verona; mais par des méthodes

d’approximation).

Théoréme 4.3. Les conditions (a) et (b) de Whitney et (w) de Verdier sont équivalentes

pour des stratifications coniques localement compactes dans le cas ot p > 2.

Remarque 4.4. L’équivalence (a) < (b) est encore vraie méme si la stratification n’est
pas localement compacte. En revanche, il n’est pas stir que I'implication (b) = (w) soit

maintenue.

Preuve.
(b) = (w). Le probléeme étant local en zg € X, une trivialisation C? nous permet de
considérer le méme probleme dans le cas simplifié ou X = RFx0C AC R"™, 7x est la
projection qui oublie les n — k derniers facteurs et px est la distance euclidienne a R”.
Pour £ : X — R assez petite, px|anr2:\x est submersive, donc {px = €} est transverse
a A et d’apres [Trotman); {px = e} N A est un stratifié de Whitney que I'on notera Ax;
de plus, toujours a cause de la localité de notre étude, € sera supposée constante. On

considere alors le “flot radial” qui est une application C*°

p. X (@) x[0,e] — T
(x,t) — tz + (1 —t)7x (2)

La conicité de A entraine f(Ax x [0,¢]) = T% N A. Soit (e1,ea,...,e,) une base normée
de R* x 0. La condition (w) en x( est vérifiée pour le couple de strates X < Y si pour
tout ¢ petit, pour tout = € py' (¢) N'Y proche de 7T)_(|1AX (zg) (cette assertion a un sens car
la fibre est compacte) et pour tout z’ € R* x 0 proche de xg, il existe K > 0 tel que pour
i=1,... .,k

O(Rei, Ty(zyY) < K| f(x,t) — 2’|

Mais T% NY = f((Y N px'(e))x]0,1]) et done Ty )Y = dfpany(Tu(Y N px' () x R).
D’apres le théoreme de projection, si v; € df (5 ) (T:(Y' N ,0)_(1 (€)) x R), alors :

(Rei, df @) (To(Y N px' (€)) X R) < Jlv; — e].

Le vecteur v; est de la forme :
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df 2,y (e (), Bit(x)) = tai () — mx (@i (2))) + Bie(2) (2 — mx (x)) + mx (i (x)) O vy
est une famille de champs de vecteurs stratifiés sur Ax paramétrée par t et 3; + une famille

de fonctions définies sur Ax paramétrée par t.

Sachant que pour z € Ax et 2 € R* x 0 |, z — 7x(2) et mx(x) — &’ sont orthogonaux,
on a ||f(xz,t) — 2’| > tl|lx — mx(z)|| = t. Par orthogonalité de mx(a;(z)) —e; , de
ait(z) —mx (i (x)) et de z — mx (), on a |le; — v ||* = ||7x (i1 (x)) — &i]|* + 3| i (z) —
mx (i ()||*+ | Bit(z) |? . La propreté de (mx, px)|ry entraine I'existence d’un voisinage
compact Vp de 75" (z9) N Ax dans Ax. On note :

v = sup{llmx (ais(2)) — eill,x € Vo}

05 = sup{lle ¢ (x) — mx (i (@), = € Vo}
Sil’on prend f; ; identiquement nulle pour tout couple (¢, 7), avec ce qui précede la condition

de Verdier s’écrit ! < Kt et 6! < Ky pour tout i et tout ¢ proche de 0.

Soit x1 € W)_(l(:rzo) N Ax et X, la strate de Ax contenant x;. Tx|x, est une submersion,
il existe alors sur X; un champ de vecteurs continu qui se projette par wx sur e;. Le
stratifié Ax étant localement compact et b-régulier et mx étant une submersion, on a, par
la proposition 7.1 [Mather]|, 'existence de données de controles de Ax, mx-compatibles (i.e.
controlant mx|4, ). D’apres le théoreme 3.3 il existe un champ continu contrélé a;' sur
I'intersection d’un tube de X; dans A x avec Vj, relevant le champ précédemment construit.
La compacité de Vj entraine I'existence de x1, ..., x; dans 7r;(|1 Ax (x0) tels que la réunion des
x

domaines de définition de o}*,..., o]

. .. -1
i’ soit un voisinage de 7wy, (zp) dans Ax contenu

dans Vp. Les controles des champs et de mx 4, impliquent que ces champs s’envoient
x;

par mx sur e;. Les champs o’,..., ]

;' sont bornés a cause de leur continuité et de la

compacité de Vp; pour «; ; on prend alors successivement o', ..., a;"* selon 'emplacement

de = dans l'intérieur de Vj.
(w) = (a) est trivial.

(a) = (b). On considere une strate X de A et la “projection” 7 sur cette strate qui
intervient dans la définition de la conicité de A. La condition (b™) est identique & (b) sauf
que 'on impose aux couples de points de la grande et de la petite strate d’étre de la forme
(y,ﬂ(y)). Aprés une trivialisation C! on peut supposer que X = R¥ x 0 c 4 ¢ R" et
que 7 est la projection qui oublie les n — k derniers facteurs. Manifestement la condition
(b™) est vérifiée ainsi que (a) car c’est un invariant C!, et d’apres [Trotman]; (b) est aussi

vérifiée. u
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Remarque 4.5. La radialité, comme les conditions de Whitney, est un invariant C?,
cependant il ne faudrait pas en déduire, un peu hativement, la méme chose pour (w) ! En
effet la démonstration utilise une trivialisation C?.

La condition (c¢) peut étre ajoutée dans le théoreme car “elle est placée entre” (a) et (b).

Le résultat de ce théoreme motive la recherche d’une analogie entre les e.s.a. et les
sous-analytiques car on sait plonger radialement les e.s.a., et d’autre part on connait
des implications entre conditions de régularité dans le cas sous-analytique, par exemple
(w) = (b). Ce travail a été entrepris par M. Shiota dans [Shiota]s ou il montre par des
techniques similaires a celles de [Goreskyls, qu'un stratifié de Whitney localement com-
pact est homéomorphe & un sous-analytique. Ici on se propose d’améliorer ce résultat, en
construisant un homéomorphisme qui est un plongement stratifié tel que son image soit
un ensemble stratifié sous-analytique vérifiant la condition (w) de Verdier et tel que les
données de controle transmises soient sous-analytiques. Si I’on se contente d’'un plonge-
ment sous-analytique verifiant (w), il est possible de n’utiliser que le théoreme 4.17 et
le lemme 4.16 qui se démontre facilement par récurrence comme dans la proposition 7.1
[Mather], sachant qu’il existe une partition de I'unité C* sous-analytique. Dun point de
vue différent, on améliore aussi les résultats de plongements (b)-réguliers de [Natsume],

[Veronal; et en particulier le théoreme 2 de [Teufel].

Théoréme 4.6. Soit (A,S,7) un e.s.a. de dimension n muni d’une famille de lignes
(r$)x. Pour tout entier k < p+1, il existe un plongement stratifié fermé C* ® : A — RY,
de type cylindrique par rapport a la famille de lignes (r5*), dont I’ensemble stratifié image
admet des strates sous-analytiques vérifiant la condition (w). Enfin pour toute strate
X, Porxy o® ! et px o ® ! sont les restrictions d’applications d’un voisinage tubulaire

sous-analytique C*.

Remarques 4.7. On pourra méme supposer que N = 2n + 1 dans le cas compact,
répondant ainsi a une question de Goresky posée dans sa theése et concernant les projections
d’objets stratifiés. On peut facilement montrer qu’un plongement stratifié est fermé si et

seulement s’il est propre.

Preuve. D’apres [Hirsch 2.2.9] on sait que pour toute variété M, il existe une structure
C¥ M’, compatible avec M; le théoreme 4.6 se déduira donc aisément du théoreme 4.17,

des trois lemmes 4.8, 4.13, 4.15.1 et du corollaire 4.16.

Lemme 4.8. Soient X, M deux variétés C* connexes et f une submersion C* surjective
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et propre de X dans M. Il existe un voisinage de f dans la topologie forte tel que pour
toute application g dans ce voisinage on ait un difffomorphisme C* A, : X — X vérifiant
f =goA,. De plus on peut choisir A, tel que g — A, soit continue en f dans la topologie

C* forte, avec Ay = idx.

Preuve. Une preuve de ce lemme est donnée dans [du Plessis, Wall] Cor.5.1.1 PRO 5 -
1. Nous esquisserons ici une démonstration utilisant un lemme d’approximation-extension
de plongement propre préservant des fibres, de [Verona|. Les ensembles des submersions
surjectives d’'une part, et des applications lisses propres d’autre part, sont des ouverts
forts, il existe donc un voisinage fort Uy de f ne contenant que des submersions surjectives
propres.
Pour N > 2dimX, il existe un plongement propre C* ¥ : M — RY. Considérons alors
un voisinage tubulaire (7,7, p) de W(M) dans RY. Le lemme 2.7 de [Verona]; assure

'existence d'un plongement propre C* V¢ tel que le diagramme suivant commute.

X Y T\ w(M)

E—.

M —Y s WM

Soit V un voisinage de ¥y dans C’4 (X, T). Les résultats d’approximation et d’extension du
lemme 2.7 de [Verona]; affirment lexistence d’un voisinage U C Uy de f dans C&(X, M),
tel que si g est dans U alors il existe un plongement propre C* ¥, dans V faisant commuter

le diagramme suivant.

X Y T\ w(M)

.

M —Y s WM
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En particulier, on peut choisir ¥, tel que g — ¥, soit continue dans la topologie forte.

On déduit des résultats précédents, I’existence d’un voisinage Uy C Uy de f tel quesi g € Uy
alors il existe une isotopie C* hy de T respectant les fibres de 7 telle que hy (¥, (X)) =
U,(X). Les isotopies h, peuvent étre choisies telles que g — hy soit continue en f, avec
hy = idr. La conclusion du lemme est vérifiée si I'on définit A, = \I/g_l o hg_l oWs. Ce

lemme peut aussi étre démontré par le théoreme d’unicité de voisinage tubulaire. [

Définition 4.11. Soit (A,S,T) un e.s.a. C* et M une variété C*. Pour une strate Z,

on considere ’application restriction Rz s définie par

Cl(Z, M) = CH(Z\ Uy, T, M)
f — f|Z\UY<Z T}1,

La topologie image directe de I'application Ry p; sera notée TOPY , ..

On va définir une topologie TOPY ,, sur Pensemble C*(A, M) des applications continues

dont les restrictions aux strates sont des applications C*.

Définition 4.12. Une base de TOP) ,, (ou Cg5(A, M)) en fo sera constituée des voisi-
nages suivants : I'ensemble des applications f dans C*(A, M) telles que pour toute strate
Z la restriction de f a Z \ Uy ., Ty soit dans un voisinage de la restriction de fo dans
TOPEM. Si B est un autre e.s.a., on définit de la méme maniére une topologie TOPZ}B
sur I'ensemble C*( A, B) des applications continues de A dans B envoyant strate sur strate,

dont leur restriction est une application C*.

Lemme 4.13. Si (A,S,7T) est un e.s.a. C* muni d’une famille de lignes (rx) et d’une
submersion contrélée propre f : A — M alors il existe un voisinage U de f dans C%(A, M)
et pour toute strate X, un voisinage Ux de mx dans C§(Tx \ X, X), un voisinage Vx
de px dans C5(Tx \ X,Ry) et un voisinage Wx de rx dans C4(T% \ UYSXTéy Sx) tels
que si (A,S,T",(r'y)) est une autre structure munie d’une submersion contrélée propre
[+ A— M et vérifiant 'y € Ux, p'y € Vx, r'y € Wx VX € S et f' € U alors il existe un
isomorphisme fort ® entre (A, S, T, (1)) et (A, S, T, (rx)) tel que fo® = f'. De plus on
peut choisir ® telle que (f',T’, (r'y)) — ® soit continue en (f, T, (rx)) dans la topologie

précédemment définie, avec ® = id4 lorsque les deux structures concident.

Preuve. Quitte a considérer I'intersection de T'x et T%, on pourra supposer que

Tx = T%. Nous allons démontrer le résultat par récurrence sur la profondeur de l'e.s.a..
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Les strates minimales pour la profondeur pouvant étre séparées par leur tubes, on pourra
supposer qu’il n’y en a qu’une, que ’on notera X. En choisissant une bonne application C'*°
h: (X xR, Xx0) — (R,0) telle que pour tout = dans X h(z,.) soit strictement croissante, et
en remplaant px par ho (idx, px) on peut supposer que [0,2] C px (T'x ﬂw}l(az)) Vr e X.
Ce changement de fonction distance ne change pas la classe d’isomorphie forte. Par les
propriétés des données de controle et des familles de lignes (ry) et (r} ), on définit, par
restriction des données et des familles de lignes, une structure d’e.s.a. sur Sx et S% et
des familles de lignes (rysy)y>x et (ry, S;{)y> x [Goresky];. Il est facile de vérifier que
la profondeur de ces deux e.s.a. est depthA — 1. Soit Y > X, on considere le champ
de vecteurs o’y défini sur Ty déterminé par 'y et vérifiant o’y y.ox = 1. Pour Wx
assez petit on obtient la transversalité du feuilletage défini par r% et px et l'on peut
définir alors l'isomorphisme vague ¥ : S% — Sy par ¥(z) = r’y ' (ry(2)) N Sx. On note
U, S% la structure d’e.s.a. sur Sx transmise par ¥; un calcul facile montre que la famille
d’applications (\I]*qusg( Jysx = (\Ilorg,w;( oW 1)y < x y définit une famille de lignes et que
7T3(| g, et donc Ao7r’X| g, st controlé pour ¥,.S w,ou A X — X est un difféomorphisme, s’il
existe, vérifiant fix o A = f" - Pour appliquer I’hypothese de récurrence aux deux triplets
(v,.S%, (\IJ*TQ,‘SS(), Ao 773(|SX) et (Sx, (ry|sy ), Tx|sx ), il suffit de vérifier que pour toute
strate Y incidente a X

\I]*qusgc =Vo WQ‘Sk o1

\If*plwsg( =WVo p/Y|SQ( oyt

\Il*rg,w;( =To rg”ISS( o1

et Ao 7TIX\ Sx

sont dans des voisinages “assez” petits de respectivement

TY|Sx

PY|Sx

TY|Sx

et Tx|sx

dans les topologies précédemment définies. Un calcul utilisant les propriétés 3’), 3) et 1)
d’une famille de lignes montre que cette assertion est vérifiée pour un bon choix de (Uyz),
(Vz) et (Wyz). L’existence de A se justifie par le lemme précédent en prenant U assez
petit et donc en “réduisant” Ux et Vx si besoin est; I'utilisation du lemme précédent est
valide car TOP"(A, M) concide avec la topologie forte pour la restriction de f a X. On

obtient alors un isomorphisme fort ©; entre (\IJ*SS(, (\I/*qus, )y>X) et (SX, (ry|SX)y>X)
X
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vérifiant mx 0 ©; = A o 7y mais par construction

W (33(7 (T§f|sg()Y>X) - (\I’*Sk, (\I’*Tgf\sg(>Y>X)

est aussi un isomorphisme fort, il en sera de méme pour

©=0;0V: (5%, (r§/|S/X)Y>X) — (Sx, (ry|sx)y>x)-

De plus on aura encore mx 0 ©® = Aony o ¥ = A o7 car le feuilletage défini par 7’y
respecte les fibres de 7y Dans sa These, Goresky construit un isomorphisme fort ¥y entre
T'x muni de la famille de lignes (ry |7, )y>x et le cylindre de 7x g, muni de la famille de

lignes canoniquement transmise par (ry|s, )y >x, défini de la maniere suivante :

rx(a), px(a a¢ X
e = { [ oxte)] a¢ X

A~ 3N 7 . /. /
De la méme maniere on définit W'y : Tx — O(Ti‘X'S;() par

r oy k() px(a))] ag X
‘I’X<“>—{[a] ’ ae X

SiO: C’(7T’X|SS() — C(mx|sy ) désigne I'isomorphisme fort défini par

on notera ®x : Tx — T'x 'isomorphisme fort \I!;(l 000 U’y entre les structures (7" , (rgf))
et (T, (ry)) restreintes a Tx.
Soit a € Tx \ X, on a alors

fo®x(a)=formx o®x(a) car f est T-contrdlé
= fomx o Ui ([© o7k (a), px(a)])
= fo(rx 00)ork(a)
= fix o Ao (mx o7 )(a)
= (fix o A) ok (a)
= f|,X o (a)
= ' o' (a)

= f'(a) car f’ est T'-controlé
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Si maintenant a € X, on a

fo®x(a)=fomxo®x(a)
= fix omx o A(a)
= fix o Afa)
:f|lx(a)
= f'(a)

On vient de montrer que dans tous les cason a fo ®x = f.

On observe que depthA\ X =depthA — 1, donc pour une structure (7;’1\ %+ (T4 )y £x) assez
proche de (TA\X, (?“y)y;éx) il existe un isomorphisme fort ®; de (A \ X, TA\X, (rg,)y;,gx)
dans (A \ X, TA\X,(Ty>y¢X) et vérifiant f o ®; = f’. Pour “coller” ®yx et ®;, on va
utiliser le théoréme de plongement de [Veronal; : il existe des plongements propres de
type cylindrique px : Tx — RY et p; : A \ X — RP? pour la structure (T, (Ty)) tels
que Fx o px(u) = f(u) et Fy opy(v) = f(v) ot Fx : RN — M et Fy : RP — M sont
deux submersions propres. Soit a : R — R une fonction plateau C'*° décroissante vérifiant
supp(a) C | — 00,2] et supp(a — 1) C |1,400[. On est alors en mesure de définir un
plongement propre de type cylindrique pour la structure (T, (Ty))

A — RNFPHL
i { — (a0 px(@px(a), (1 - aopx(@)p(a),ao px(a))

On a le méme résultat pour la structure (77, (r})) :

) A — RNtp+1
Yo (O‘OPXO(I)X(a)pXO(I)X(a)v(l_aOPX(a))plOq)l(a)aaopqu)X(a)>

Par construction et hypothese, les isomorphismes ®x et ®; sont proches de l'identité,

RY*PHL proche de lidentité, concidant avec

on peut donc construire une isotopie h de
celle-ci sur ’ensemble des points dont la derniere coordonnée n’appartient pas a [%,2],
respectant les fibres de la submersion F'x x Fi(y, z,t) = (F x (y), Fi (z)) et envoyant les
rayons de H'(A) sur ceux de H(A) (ceci est possible par le théoréme d’unicité de voisinage
tubulaire).

On obtient bien les conclusions du lemme en posant ® = H~'oho H’, quitte & réduire

les tubes autour des strates. ]
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Définition 4.15.0. Sur un e.s.a. a strates analytiques on dira que des données de controle
ou des familles de lignes sont sous-analytiques si leur restriction a chaque strate est une

application sous-analytique.

Lemme 4.15.1. Soit (A,S,7) un e.s.a. C* a strates analytiques muni d’une famille de
lignes (rx). Pour k < p+ 1 il existe une structure sous-analytique C* T’ et une famille

de lignes (r'y), telle que (77, (r’XlR, )) soit arbitrairement proche de (T, (rx|ry)). Avec
X

L 1
fX’ = T)/?\UyngYQ et Rx = T)Q(\Uyng;.

Preuve. Ce résultat préparatoire est démontré dans [Shiotal, dans le cas des ensem-
bles stratifiés de Whitney localement compacts et pour les données de controle unique-
ment. Dans le cas abstrait la démonstration a le mérite d’étre plus simple car le théoreme
d’extension de voisinage tubulaire n’est plus nécéssaire. L’existence de partition de I'unité
sous-analytique C* associée au théoreme d’approximation analytique entrainent que 1’on
peut approximer dans la topologie définie précédemment les données de contrble par
d’autres données sous-analytiques C* (on applique les mémes techniques que [Mather]
prop.7.1 ou [GWDL] théo.2.6). Sur la stucture 7' obtenue, on construit, comme dans

[Natsume], une famille de lignes C* (r’;) “proche” (au sens du lemme) de (rx). n

Corollaire 4.16. Un e.s.a. C* muni d’une famille de lignes est C* fortement isomorphe a
un e.s.a. a strates analytiques et a données de controle sous-analytiques muni d’une famille

de lignes arbitrairement proche d’une famille de lignes de Goresky sous-analytiques.
Preuve. Le corollaire est une conséquense directe des deux lemmes 4.13 et 4.15.1. =

C’est dans la démonstration de ce lemme que ’on voit qu’il n’est pas possible d’obtenir un
plongement stratifié C'*° sous-analytique avec la méthode suivie, en effet ’équivalent de la
proposition 7.1 [Mather| ne peut étre obtenue dans la “catégorie” sous-analytique C'*° car

dans celle-ci il n’existe pas de partition de 'unité.

Théoréme 4.17. Soit (A,S,T) un es.a. C¥ (k € N\ 0) de dimension n a strates
analytiques et muni d’une famille de lignes de Goresky (r{)x, on supposera que les
données de controle et la famille de lignes sont sous-analytiques. Soit M une variété C*
et p: A — M une submersion propre controlée, sous-analytique sur chaque strate, alors
il existe un plongement stratifié fermé C* ® : A — RY, de type cylindrique par rapport

a la famille de lignes (r§"), sous-analytique restreint a chaque strate, tel que I'application
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po®~1: ®(A) — M soit une application sous-analytique C* sur chaque strate, et dont
l'ensemble stratifié image admet des strates sous-analytiques vérifiant la condition (w).
Enfin pour toute strate X, ® envoie les lignes de rx sur les rayons d’un voisinage tubulaire

sous-analytique C* de ®(X) dans RY qui étend les applications ® omx o ®~ 1 et pxo® L.

Preuve. On procede par récurrence sur la profondeur de A : depthA. Si depthA=0,
A est une variété. Le théoreme de Whitney classique affirme I'existence d’un plongement
C* propre ¥ de A dans RY. La densité de C¥(A4,RY) et Pouverture de Prop*(4,RY) et
Emb* (A, R"Y) [Hirsch] dans C*(A,RY) muni de la topologie forte entraine 1’existence d’un

plongement analytique propre ® arbitrairement proche de W.

Les strates minimales pour la profondeur sont fermées et par normalité de A, on peut les
séparer par des ouverts, ce qui permet de répéter le raisonnement qui va suivre pour toute
strate minimale. On supposera donc qu’il n’y a qu’une strate minimale X.

Quitte & remplacer px par la composée ho (idx,px) ot h: (X xR, X x0) — (R, 0) est une
application analytique bien choisie telle que pour tout x dans X h(x,.) soit croissante, on
pourra supposer que [0,2] C px (Tx N T (z)) Vo € X, on note alors Sx pour Sk (et rx
pour 7%) qui est un e.s.a. de profondeur inferieure a celle de A. Ce dernier point se montre
facilement en utilisant la submersivité de (rx,px) et les propriétés de commutation des
données de controle. La récurrence donne l'existence d’un plongement ®q : Sx — R" de
type cylindrique par rapport a (ry|s, )y>x, propre C*, sous-analytique sur chaque strate
de Sx, vérifiant la condition (w) et telle que 7x o &5 ' : ®o(Sx) — X soit sous-analytique
propre et C* restreint & chaque strate de ®¢(Sx). Soit f : X — R™ un plongement
analytique propre de la strate X, on considére alors 'application ®; : Tx — R*T™T!
définie par @1 (y) = (px (y)Poorx (y), forx (y), px(y)). Par construction le plongement ®;
est de type cylindrique par rapport a (ry|r, )y>x, propre, C* et sous-analytique restreint

a chaque strate. L’image de ®; est la double réunion suivante

U U (hZ,fOTl’Xo(I)al(Z),h)

hel0,1] ze®o(Sx)

L’image d’une strate est donc un sous-analytique. On a p o @fl(a,ﬁ,fy) = pomx O
(131_1(04, B,v) =po f1(B) et po (131_1 est bien une application C* sous-analytique. Enfin la
(w)-régularité du plongement est une conséquence du théoréeme 4.3.. On considere l'e.s.a.
A* déduit de A en supprimant la strate X et en supprimant les données de controle qui s’y

rapportent. Par récurrence il existe un plongement ®5 : A* — R? vérifiant les propriétés
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du théoreme. Soit a : R — R une fonction plateau C* sous-analytique décroissante telle
que supp(a) C | — 00,2[ et supp(a — 1) C |1,+oc[. On définit 'application ® : A —

R™T"H % RP x R par

®(a) = (a0 px (@) @1(a), (1 - a0 px(a)) @2(a), a0 px ()

11 existe un recouvrement de A par deux ouverts sur lesquels po ®(3,, d) vaille respective-
ment p o @fl(g) et &5 1(%) en admettant par exemple que sur le premier ouvert § > %
et sur le second § < % Le plongement ¢ est visiblement de type cylindrique par rapport
a (ry) et sous-analytique restreint a chaque strate. La (w)-régularité provient de ce que

I'image de ® est localement équivalente [Spallek| a I'image de ®; ou de ®,. [ ]

Corollaire 4.18. Soit (A,S,T) un e.s.a. compact de dimension n muni d’une famille
de lignes (ri)x. Pour tout entier k < p + 1, il existe un plongement stratifié fermé C*
®: A — RY, de type cylindrique par rapport a la famille de lignes (r§), dont I'ensemble

stratifié image est un semi-algébrique a strates semi-algébrique vérifiant la condition (w).

Preuve. On remarque que dans le cas compact les strates sont difféomorphes a des
variétés semi-algébriques, en effet, d’apres le théoreme de Nash-Tognoli on a directement le
résultat pour les strates de profondeur minimale, pour les autres on retire le tube des strates
adjacentes pour obtenir une variété a coins compacte, on lisse les coins pour obtenir une
variété a bords, puis on bouche les bords avec le double, ce qui donne une variété compacte,
on lui applique le théoreme de Nash-Tognoli et I'on retire par de bons polyndémes une
approximation de I'image du bord et une des deux composantes connexes. Dans le lemme
4.16 on peut remplacer sous-analytique par localement semi-algébrique. On conclut en
adaptant naturellement les hypothese du théoreme 4.17. [
Remarque 4.19. Dans le cas compact, grace au principe de Tarski-Seidenberg allié au
fait que le cone tangent est semi-algébrique de dimension plus petite que celle du projectif
correspondant (a cause de la conicité), on obtient par projections génériques hyperplanes
un plongement vérifiant les hypotheéses du corollaire 4.18 dans R*" ™! (car une projection

générique conserve la conicité).
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CHAPITRE II

Probléemes de projections

d’ensembles stratifiés de Whitney

1. Deux contre-exemples & une conjecture de R. Thom [Thom)]

Dans le premier article, paru aux CRAS, on construit une courbe ¢ de RV ™!, N > 3,
s’accumulant en 0 et telle que (C,0) soit de Whitney, mais telle que, pour presque toute
projection m hyperplane, (7(C), 0) soit une stratification ne vérifiant pas la condition (b) de
Whitney. Cette courbe est construite par morceaux en coordonnées sphériques. Sa partie
“tangentielle”, au voisinage de tout point de la sphere unité, parcourt des “sillons” de plus

en plus serrés (tel un labourage !)

Le deuxieme contre-exemple, a paraitre aux Proceedings de ’AMS, consiste en une
courbe C de R? s’accumulant en 0 telle que (C,0) soit de Whitney, mais telle que, pour
toute projection 7 hyperplane, (7w(C),0) ne soit pas stratifiable. Ceci s’explique par le fait
que presque toute projection restreinte a C est une immersion mais pas une injection. La
courbe C est construite, de méme que la précédente, en coordonnées sphériques, de sorte
que presque toute projection de C soit une courbe immergée de R? ayant une infinité de
points doubles s’accumulant en 0. Pour cela, on considere un ensemble dense de projections
de C admettant une infinité de points doubles et le résultat pour presque toute projection

est obtenu par stabilité des points doubles.

Les techniques de paramétrage utilisées dans ces deux articles ressemblent a celles de

[Kwiecinski, Trotman)].
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2. Une condition suffisante

pour que la projection soit stratifiable de Whitney

Pour une courbe de R¥*1 N > 2, singuliere en 0, on prend le paramétrage suivant:
f(t) = h(t)o(t) avec ||¢'|| = 1, h et ¢ étant des applications C* définies sur [0, +oo[ et &

valeurs respectivement dans |0, 1] et S». Une forte décroissance “réguliere” de h se traduit

par une forte décroissance de |g| ot g = 2. On a W‘”;Lf/) = W”“‘;d)) + 1. (¢') o x est un

point de S™ et 7, la projection de noyau Rz. Sur deux petits cubes centrés en = et —uz,

la distance de ((b(t)) a 0 doit étre prépondérante par rapport a g(t) quand t — 400,
si 'on veut que (b) soit vérifiée pour (7?'95 (6([0, 4+00])), 0). En dehors des cubes, on peut
inverser limites et projection et donc il n’y a pas de problemes pour la b-régularité; de plus
la dérivée de 7, o ¢ est proche de 1 si m, est orthogonale.

Ces constatations permettent d’affirmer grace au lemme suivant que si fOJrOO gV () |dt <

oo alors presque toute projection hyperplane de la courbe est une stratification de Whitney.

Proposition. Soient k et o des applications C* définies sur [0, +oo[ a valeurs respective-

ment dans ]0,1] et BY, on suppose que k est décroissante, ||¢’|| =1 et que

f0+oo EN=1(t)dt < oo alors I’ensemble
AL ={z e IV 3(t7)i — +oo p(t]) =« [|lz — o(t7)]| = O(k(t)))}

est de mesure nulle.

Preuve. On observe facilement que le “volume balayé” par un disque de centre le

point ¢(t) de la courbe et de rayon k(t) entre ¢ = a et t = 400 est majoré par une
constante fois f:oo kN=1(t)dt, donc la mesure de A% est égale & lim(f;roo EN=Y(#t)dt), =0
d’ou la conclusion du lemme. |

Il est clair que le processus peut se poursuivre un nombre fini de fois pour une fonction
g bien choisie, ce qui permet d’aboutir, par projection générique (non hyperplane), & une
courbe (b)-réguliere de R®. Une généralisation de ce résultat pour un ensemble stratifié de
Whitney quelconque est actuellement a ’essai, grace a la notion de ®-radialité introduite
par K. Bekka et D. Trotman [Bekka,Trotman];, [Bekka,Trotman]s.
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CHAPITRE III

(w)-Régularité des variétés : y* = t’2°¢ + x¢

Soit F' et E des sous-espaces vectoriels de R®. La “distance” de F & E est définie par :
O(F, E) = sup{||z —mp(z)|, = € F, ||z = 1},

ou 7 est le projecteur orthogonal sur E. Il est clair que 6(F, F) =0 < F C E. La variété
X =V \ 0t désignera la grande strate et Y = Ot la petite strate. On rappelle que (X,Y")
vérifie la condition de Verdier [8] (resp de Verdier stricte) en 0 s’il existe un voisinage U
de 0 tel que §(T,Y, T, X) = O(|lz — y||) (resp 6(T,Y, T, X) = o(||z — y||)) pour z € X NU
et y € Y NU (appellation “stricte” provient des conditions de Whitney du méme nom
introduites dans [3]). 1l est clair que (w) est un invariant C?. Si a = 1, V est le graphe
d’une application lisse : (x,t) — t°2¢ + 2% donc V est une sous-varité lisse de R3 et (X,Y)
vérifie (w) en 0.

Siv = (0,0,1) alors 5(Y, T(m,y’t)(X)) = %. Soit|;r;(la gr(rjection qui oublie le

@y, t)v

deuxieme facteur. Pour (z,t) € ma(X), soit Z(z,t) = 7@y DTG

(x,y,t) € V, on vérifie I'indépendance de Z par rapport & la détermination de y. La

ou y est tel que

condition (w) (resp. (ws)) est vérifiée en 0 si Z est bornée au voisinage de 0 dans 72(X)
(resp. Z(w,t) tend vers 0 lorsque (z,t) € mo(X) tend vers 0). Pour g et h deux fonctions
positives, soit la relation d’équivalence définie par : g ~ h s’il existe deux réels strictement

positifs a et S tels que: ag < h < g au voisinage de 0. On vérifie que Z ~ Z' avec :

| tb—lxc I

Z'(z,t) = — — .
sup(| cxe=1tb + dxd=1 |, | tze + x| = ).sup(| x |, | tbac 4+ 2 |=)
0)a=1
Z' ~|t [P 2 |71 On retrouve que (w) est toujours vérifiée. De plus, (w,) n’est pas
vérifiée <= b=c=1.
d<ec
1.1)a<d

d(a—1)
Z |t T e ore—1— @ > 0, ce qui implique (w), et aussi (ws)

sauf dans le cas a = ¢ =d et b = 1. D’apres une remarque précédente, dans le cas

a=b=c=d=1,Y estle bord de X au sens des variétés mais (X,Y,0) ne vérifie
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pas la condition (ws). Ceci constitue un contre-exemple algébrique a 'invariance de
(ws) par un difféomorphisme de Nash.

1.2)d < a

- d ~
Z ot e T ore—d + a=d > (), ce qui entraine (w) et (wy)

2)e<d

Kuo,[4], a montré que si la grande strate est semi-analytique alors (w) = (r) = (b),

ou (r) est le ratio test; la classification de Trotman, [ 6,7 |, permet alors de dire qu’en
dehors des cas I) et II) suivants (w) n’est pas vérifiée.
casl:a>1,b=0]2],d—c=0[2] et d < a.
casIl:a>1,b=0[2],d—c=0[2] et a <c.

2.1)cas [
La parité de b et d — ¢ donne ct? + dz?=¢ ~ t* 4+ 297¢ et I’étude de Z’ peut se faire
pour > 0 et t > 0. Comme a > d et b = 0[2], pour x proche de 0 on a:
$ > ga—e _ gd—e s ge(th 4 gd—e¢) > g0 = (thge 4 xd)% >0
d’ott z = O(t’z¢ + md)%.
De plus, t* > 20— ¢ — gd—¢ = gela=1) > xa(c_l)(tb + 277°), ce qui entraine :
2o (1 _}_xdfc)aT_l < 2t 4+ 299) s or a1t 4 dat! ~ 2o~ 1(# + 29-°) , done
(tbz® _i_xd)% — Ofca®=1tb + da—1);

par conséquent,

Z/ N tb—1x1—§
(th + xd—c)aTH
a(b—1) a—c
Soit & comparer 8 =t? + 297 ¢ et v =t oF1 gaFi. Posons py = dﬁc > 1. Soit la

courbe x = tPo; sur celle-ci, B = 2t’ et v = t" avec r = “(d_&ffﬁaﬂga_@ donc
(w)=r>b=a(d—c) <bla—d) (1)
(ws) =r>b=a(d—c) <bla—d) (2)
Si z < tP0 alors v < t" et la condition (1) (resp (2)) donne v < t* < 3
(resp v = o(t’) = B
Siz>tro alorsy <z roeth  de méme (1) (resp (2)) implique v < t* <
(resp v = o(t’) = 0(f3)). Par conséquent,
(w) est vérifiée <= a(d —¢) < b(a — d)
(ws) est vérifiée <= a(d —c) < b(a —d)
2.2)casIl

La parité de b et d — ¢ permet ’etude sur > 0 et ¢ > 0. Par des calculs similaires,
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a—1

= O(z) et ca® 1t + dz?! = O((tPz° 4+ 2%) ) d’'on

1
a

on obtient (t°z¢ + 2%)

b—1,.¢-1
7 t" " xa

a

(tb _|_ xd—c) a
a(b—1)
Soit & comparer B =t + 9 ¢ et y =1t o1 .

Posons py = dﬁc < 1. 1l suffit de considérer la courbe x = tP° pour montrer, comme

en 2.1), que
(w) est vérifiée <= a(d —c) <b(d— a),
(ws) est vérifiée <= a(d —c) < b(d — a).

La proposition suivante résume 1’étude précédente.

Proposition 1. La condition (w) est vérifiée si et seulement si a =1 ou d < ¢ ou enfin
(c<d,betd—csont pairs et a(d —c) <b|d—al).

Proposition 2. La condition (wy) est vérifiée si et seulement si (a =1, saufsib=c=1)
ou (d < ¢, sauf sia = ¢ = d et b = 1), ou enfin (¢ < d, b et d — ¢ sont pairs et
a(d—c)<bld—al).

Définition. Soit une stratification: ¥ < X et xg € Y. Le meilleur exposant en xq est le
§(T.Y, Ty X)

réel a = supA ou A est I'ensemble des réels e tels que Tyl

soit borné au voisinage

de Q-

Grce au lemme du chemin on montre facilement que si X est semi-algébrique [5] (c’est le
cas des variétés y* = t’x¢ + %) ou sous-analytique [2] le meilleur exposant est rationnel,
et est atteint.
Un calcul similaire aux précédents montre que la sous-famille paramétrée par N :

y( D (n+2) — g2(n+1) pn® 4 gn(n+2) et (b)-réguliere et de meilleur exposant 1 donc non
(w)-réguliere pour n > 1. On a donc explicité des stratifications (b)-régulieres algébriques
de meilleur exposant arbitrairement petit non nul. L’escargot de Kuo est un exemple de

stratification (b)-réguliere (a grande strate non sous-analytique) de meilleur exposant 0.
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